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I. GLAVA

1. POVRSINA (KVADRATURA) POLIGONA

12 dm*.

192 cm”.

25cmi6emili 7,5cmi2 cm.

2 cm® P

P,=a*(3 - 2V2) |

P, =24*(3 — 2V2), gde je a kateta jednakokrakog pravouglog
trougla tj. P, = 2P;. ; '

. Ugao izmedu visina jednak je oStrom uglu paralelograma (uglovi

sa normalnim kracima), trazena povr§ina P = 12 cm?

7. 48 cm?

. 30 m. -

9. 20 cm?

10,
11.
12.
13.
14.
15.
16.
i
18.
19.
20.
21.

10 cm.
336 cm?>

8316 om>.

204 cm~

178,75 cm?.

12V3 cm? -

42 cm® 1.56 cm?,

18 cm?.

300 cm®.

32.em=

5cm, 12 cmi30 cm? '

48 cm?. ', ) i
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22,

23,
24,

26.
v

. Trougao Cije su stranice dve date stranice, a tre€a dvostruka

29,
30.

Neka je T teZiSte ABC, CN i BM odstojarlj'a temena Bi C od medi-
janc m, koja polazi iz temcna A. Lako se pokazuje da je CN = BM
paje

Pupe =N M3 _ ) Byt

Paes % : %m-MB = %E?I-MB

ili | )
1

PABTZ‘:,;PABC'

Analogno prethodnom zadatku, lako se dolazi do tvrdenja.
Oznadi krak sa x 1 primeni obrasce P =sr 1

P=Vs(s—a)s —b)s — c) Tra¥ena povr$ina
P = 540 cm®

5. Iskoristiti osobine tangentnih duZi i uputstvo prethodnog zadatka §

13 cm, 15 cm, 84 cm?,
1 cm centar upisane kruZnice.
R=125cm,r=3¢6m.

leZisna linija ima jednaku povrSinu sa trouglom Elja se povrSma
trazi. Dokazati. TraZena povrina je 270 cm™.

6cm, 8 cm, 10 cm.

Povriina romba je P = x*sin a,
gde sux i @ povezani’

elacijom x = g B
relacijom & = ———.
Iz trougla DEF (sl. 1)
e b !
sin —2‘ == *23 D G

<

A E B
Slika 1
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31.

36.

‘Kako jesina = Zsing—cos 5 1cos? %' 1~ sinzg—,
dobijamo )
_ a’ _ a 2 2a?
sina ekt Al e B
A/1- (75)

Oznadi stranice sa n — 1, n .in + 1, zatim primeni Heronov obra-
zac. - :

Stranice su 5 cm, 6 cm i 7 cm.

. Lako se pokazuje da je zbir povrSina trouglova AOBi CDO ]ed—

nak polovini povrSine paralelograma odakle sledi tvrdenje.

.a=20cm,b=56cm, ,P,.= 122,88 cm?.
. 288V3 cm’.

5. Iz datih uslova imamo 2a = p, d, + d, = m.

Kako jed,-d, = 2P, df & = da® = p?,
iz m?* = (d +d ) =di + d1 + 2d,d,, dobijamo m? —

.’?1—

- pl=dP

. (Da bi zadatak imao reScn]c mora biti m > p.)

Neka je AB tetiva kruzmce, O centar kruZnice. Povr§ina manjeg

trougla ABC P, = F q:zna PovrSina veceg.trougla ABC

rsin [180° — £ :
2 2:‘“;111 ~ COS’

© pPsina - 2 .«
P = + 2 - - 2 = + r?sin —.
rsin & cos &
Py _. S22 _2V3+3
P, 3 2 3
2 rsmzcosz+r smz _
cos < : '
2 _2W3+3 a V3 il
$1+cosg = 3 ==-cos§~w2—-=>a=60
2 )
3% P%szsinzasin_ilcx‘
= 159



38. Iz pravouglog trougla ABO gde je O presek dijagonala, imamo

! i '
n& - 0E—VE Aj2-YT _\f L =
Sy = = . R Wi
J3 :

odakle izlazi da je cos a = o =30,

Dakle, uglovi romba su 30°i 150°.
39, 8cm, ili 4 cm.

: -_ah, bh, ch,
40. Primenom obrazaca: P = = =5t =S
.imamo
] _ i _1_ = mr?_ ._]_ — fﬁ lll #
h, 2P h,” 2P K. " 2P
1 +L+i_ﬂ+b+c_£$;___£=l
h, "R, TR 2P < 2P TR v 1

41. Kakoje P = %nhn, P=Lbh, P= % ch,, tada je

3

1 Vabeh b
el — gnbc- hjyh, = P= T

) ah, bh, ch, ape .. . ;
42. ancnomobrgzaca P=—t= 7 =7 IR’ izlazi tvrdenje.

43. Neka je CC, tezi¥na linija A ABC, tatka D centralno simetricna sa
teZistem 7 trougla u odnosu na C, tada je Cetvorougao ATBD pa-
ralelogram, paje P, =P,

Na osnovu zadatka 22 imamo Pipe =3P pr =3P p =

) 3. v:%m (%-m s %—ma) (%ni L %mb) (%m = %‘”’fc)

= %-\/m{m = m)(m — my)(n — m. .

44, 72 cm?.
45, 225 cm=.

46. 600 cm?.
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47, 10 (V3=1) cm.

48. Trouglovi AED i EBD imaju jednake povrsine, jer imaju jednake
osnove 1 visine. Trouglovi DFB i FCB imaju takode jednake
povrsine, odakle izlazi tvrdenje. '

49. 48 cm? : : i

50. Neka su m i n odseci koje &ni dodirna tacka upisane krunice na hi-
potenuzi, a r poluprednik kruZnice, tada su katete m +r, n+r, a
povrdina trougla P = r (m.+ n'+ r). Primenom Pitagorine teoreme

m+ry+m+ri=m+ n)*
imamo 7 (m + n +r) = mn,
odakle izlazi da je P = mn.

=By P 2(a2'+b3+ab).
52. Na osnovu osobine tangentnog fetvorougla krak

" : 2 s Wk
_C=%-!i, paje2r=h = \/(a;.b) -~ (i—z—b-J = Vab. .
53. Dijagonala kvadrata d = av2 (sl. 2). U trouglu 4BD srednja linijja ~ °

d_av2 ; : :
EF == 2 D : e -
= .E
/0
A F = B
Slika 2

U jednakokrakom trouglu AOE stranica - -
AD=0E = 2Y2 404 je

)
oc:d~0A=3“4ﬁ.

TraZena povrsina
= 1. . . - 3 2
‘ P-—-"Z—EF _C)Cu—‘ga.
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34,

D

TraZeni ¢etvorougao je romb, &iji su uglovi 60° i 120° (s1. 3). Visina
trougla DMC, MK = #%3 odsecak

2!
K C
"IN

85,

56.

L " B Slika3 ' B

ML =a - g Veca dijagonala romba

MN = LK — 2ML = a(V3 — 1). Trougao EMF je jednakostra-

nican, posto je EM = MF = EF.

[z pravouglog trougla EOM imamo EM? — OE? = OM?, posto je

EM
=

MN
OM === =3 (V3 - 1),

OF =

pa je

EM: & s

T =73 =1,

odakle izlazi da je stranica romba

EM = a(3 ; \/3- )

Kako je strana romba jednaka manjoj dijagonali, traZena povisina je

~lppamn=1
P=5EFMN =

a — b)*
polazb)

EM- —

EM-MN =% (V3 - 3).

Neka je stranica kvadrata a, a dimenzije pravougaonika x i y, na
osnovu pretpostavke imamo sistem

J_A.y == %aﬁ
le + 2y = 4da.
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58.

60.

Iz sistema lako s¢ dobije jednacina
3~ 1y + 32 =0
ili
X . X
3(=] =102 +3 =0,
odakle izlazi dajex :y = 3: 1.

Dijagonala koja leZi naspram datog ugla « deli ¢etvorougao na dva
trougla. Povriinu Cetvorougla izraziti kao zbir ovih trouglova.

M 5 SR A S !
Imamo a* = = t |5 —27-—2%05(180"—@),

d\' ()’ d
Zowm |71 ) (R S e VT
2= [7) + [5) -3

ili
a*—b*=d,-d,cosp.’

cosp,

09, S

S druge strane poviiina paralelograma
P =1d,d,sing,
odakle izlazi da je
) B
P= 3 (ﬂ" e bl) f.g 99

Neka je talka O presek dijagonala trapeza ABCD a MN. visina tra-
peza konstruisana kroz tatku O. Trouglovi MBO i CNO su jedna-
kokrako pravougli, pa je :

MN = OM + ON = MB + CD = m.

TraZena povrdina.je

P=m

Konstruisimo CE || DB (sl. 4) i oznadimo visine trouglova CDF i

ABF sa h, i h,. Otigledno traZena povrina P jednaka je povrdini
trougla ACE. Zato je iz sli¢nosti trouglova CDF i ACE

Slika 4
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61.

62.

‘nalazimo povrSinu P trougla. Spajanjem temena C sa centrom O

P=%AC-OD + +BC-OE =br+1ar=1(a+b) odae je
ey > g =y

L 4P -

2r_a+b"

vP, _ A

M "J%l"”hl+hz'

Takode iz sli¢nosti trouglova ABF i AEC imamo
VP, h,

@ TEREE
Iz (1) i (2) imamo

VP, +VP, _hith, - _
gp . Bpthy o U7 | . F

VP, + VP, = VP | :

odakle

P = (VP, + VP~

Neka je traZena povrsina P, a odsedci AD = x, BE =yi DE =z 3

(sl. 5). Posto je svaki dobijeni trougao sli¢an sa datim, imamo sle- N E

dece tri jednakosti:

VPo _x VP, VB

VP X+y+2 yp x+y+2 yp x+y+z
odakle izlazi A
m+m+@;_x+y+z_l

VP Tx+y+z " 7

ili VP = «P’+«P‘+ﬁfqp («P‘+\/F+\/F‘)?

: Slika 6

Po3to su poznate sve tri stranice trougla, po Heronovom obrascu

upisane polukruZnice (sl 6), povrsinu trougla moZemo izralunati
kao zbir povrSina AOC i OBC tj.

164

63. Neka jé'polupreénik kruznice r (sL.7). U trouglu 4AOE hipotenuza

AO = 2r, podto je EAO = 30°t0AE = VAQ? — OE* =rV3 = AF.
Kako je EC = m i BF = n, primenom obrasca P = §r imamo

(1) P=(m+n+rv3)r,
a po Heronovom obrascu dobijamo ¢
2y P=(m+n+rVy3)marv3. '

Iz (1) i (2) imamo
(m+n+rV3¥2r=m+n+rv3i)mnv3,
li - : i
(m+n+rv3)r=mnv3;

dakle, P =mn V3.
" 64. Neka je traZena povidina Q, a visine trouglova DCE i ADF, kon-
struisane iz temena C i D, h,ih, (sl 8), tada j je
@=P +P,,gde]e
P PD.EF

Kako je DE zajednitka osnovica trouglova DEC i DEF
tada je

: By ly o Py h
=l E+ =t
Py P !
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66.

P, P, h,+ 3 2 :

Odaits ~15 51 Mt tj. o.Mt (1)
P hy Py h , '
Posto je ADCE ~ AABC to je
VP, _ _h :
VP PBTR (2)
MnoZenjem (1) i (2) imamo
Q_\/ﬁl_hz-i-h.l h, ol
P, VP hy hy+hy ™
ili '
Q
=1 vP
VP, - 1%e=
. Neka je CM= x, a visine trouglova ABE i CME su h, ih, . Po pret-
postavcei ‘ '
ah =222 8 (¢ + by,
a+b h, - }:
iz stiniosti trouglova ABE i CME imamo
£ M e B e _.a=b
a~ R Oddklea+b m1+,a-==>x—a Fm
Neka je T teZiste trouglova ABC, po pretpostavci
A ATC = 120°, AT = %ma, CT = %mc,
pa je ' <
" s T V3 _2 v3 _ 1

Py = AT -CT- sin 120° = gmm, - —‘3{3‘ =3

Na osnovu zadatka 22 imamo

1

Ppe=3P =33 =1

e

67.

68.

BO =% 1g 15",

Neka je ABCD dati romb (sl 9) u kome je upisan pravougaonik
MBND.

U trouglu AOB
X AOB = 90°, 4 BAO = 15°,
X ABO = 75°

U trouglu MOB MO = OB, kao polovine dl}agonala pravouga0~
nika, §4BO = JOMB = 75° pa je ABOM = 30°.

Povriina MBND
P =% BDMN, gde je BD = MN = a g 15",
pa je
8 s iy
P= —4— {g" 15%

Kako je ' e

G 30° 1 —cos30° :

tng = {g— 2 E_SW=2_\/_3-
(a2 - V3

_m(z Vi) _(Lz_l) )

Primenom kosinusne teoreme

a®=b?+ ¢t — 2bccos a,

%
Uil e

posto lCP—~1—bc sina = sin ¢ ='§E“
to

qosal=' im: i%,

pa je »

=Vor+co-S¢ ili a=Vor+c+Sbe.

Oba redenja zadovoljavaju postavljeni uslov, u prvom slutaju

- ugao o je oStar, a u drugom tup.
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69. Kako je T,L = %—AL IT,L = %—BL (osobine teZiSnih linija) to je i

71.

TET3 = %AB (Talesova teorema). Analogno 7,7, = —;-AC‘;-
7T, = %BC (sl 10). Dakle stranice trougla 7,7,7, su %— stranica

trougla ABC. Primenom

Slika 10

Heronovog obrasca na trougao 7,7,T, imamo

_\/a+b+c (a-+b+c a)' '[a+b+c . b) -(a+b+c ey
6 3

Praz =\ =3 3T T3 [T 3)"

= “jlg\/((z+b+;)(b tec—a)a+c—-b)la+b—-c) =

= %Vs_(s —a)(s —=b)(s—¢c) = %PABC'

. Neka je ABCD konveksan &etvorougao, dije se dijagonale seku u

tacki O. ,
Dokazacemo da je A0 = OC.
Trouglovi ABD i BCD imaju jednake povrsine sa zajednitkom

- stranom BD, odakle proizlazi da.su njihove visine AK i CL _prema

stranici BD jednake. Iz podudarnosti pravouglih trouglova 40K i .
COL proizlazi jednakost 40 = OC. s 9

Analogno dokazujemo da je BO = OD. .
U datom ¢etvorouglu dijagonale se uzajamno polove tj. posmatra-
ni-Cetvorougao je paralelogram. .

U ¢etvorouglu ABCD konstruiSemo dijagonalu BD (sl. 11), tada,
ocigledno, Pyp, = P,p, (BA — medijana).
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’

S druge strane, Py, = P, (OB medijana), odakle proizlazi da je

P AQM = 2P ABD*

Slika 11

~Analogno se utvrduje da je

Prye = 2P BCD )

Konstrukeijom dijagonale AC, utvrdujemo da je
_ P v = 2Pp0s Popp = 2Pycp

Sabiranjem dobijenih jednakosti imamo

Piow+ P BMN +/{P ren + Prpg =g 4P (pens

ili

P.mmag = 5P gcp -

~ 72, ProduZimo stranice BC i AD datog éeh’orougla i neka se one seku u

tacki § i neka je ugao koji one grade p. Akoje 40 =QR =RD =m
iSD=kaBM=MN=NC=niCS=lrtadaje

Paco = Pass =~ Pocs = 5 (1 + 3)(k + 3m) sinp ~ 2 ki sin p.

(1) Pugep = % (nk + ml + 3an) sin g,

Prng=Pasis~Prus = 5 (1420) e+ 2m)sin - n)(m+k) sif .

@) Pyp =5 (nk + il + 3mm) sin .

Z()i@2) Py = 3P.-tm:g- _
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