1009,

1010,

L Zayzo » — [x?—2x| +%— >0 A [x=1]<2.

Ovaj sistem zadovoljen jé za (0, 0)i (2, 0).

2. Zay=1= ]x*—Zx]':% A lx—1]<1.

Ovaj sistem j€ zadovoljen za (1, 1).

Mogu¢im slu¢ajevima

1 242504 y=2>0,

2. x+2>0A y=2<10,

3. x+2<0Ay-2 >0, =
4 x+2<0Ay~2 <0, '
odgovaraju respektivno relacije:
L —6<x—y< -2

2. -2<x+y<2,

3. =2<ax+y<2,

4. —-6<x—y< -2

. Slika 42
Osencena oblast na slici 42 je reSenje nejednacine.

Leva strana nejednakosti je oblik a%, gde je
a=|x+y| =0, b=—x+y+1.

Data nejednakost je ispunjena ako je

L'az1A b=(; -

2. a=1A b=0, sa izuzetkom sluajaag = 0,4 = (.
Na osnovu toga dobija se |

L Jx+y|=1n =2+ 1=0:

2. |x+y=1n —X+y+1=20,

(1 =
N
Skup tataka ¢ije koordinate zadovoljavaju uslove 1 2, odnosno

relenje polazne A S i ;
05135{). ! fejednakosti, prikazan je na slici 43 (Srafirana

pri femu je iskljﬁéena tacka P

Stika 43
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VIII. GLAVA

8. MATEMATICKA INDUKCIJA. NIZOVI

8.1. MATEMATICKA INDUKCIJA

. 2 y
1011, 1° 7 (1) je istinito jer je 1=A-"=1.

2° U skupu prirodnih brojeva vaZzi implikacija

1+2+3‘+...+k=ﬂk2ﬂl o

FETC TP SR o ] o
(b 243

2 &
Po pretpostavci je 1+2+3+...+k = ﬁf‘_z“i‘ll
Dodavsi k+1 svakoj strani jednakosti imamo
1+2+3+'...+k+(k.+1)=l(%f—il+(k+1)‘=
=k2+k~52k+2:(k+ 1)2(k+2)

¢ime je dokaz zavrien.

1012. Zan = 1 tvrdenje je ta¢no, |
1A+DE-1+1) _,
6 e .

12=
‘DokaZimo da u skupu prirodnih brojeva vazi implikacija

4223 = KNI | pggmy s ery=

_ (kD) (k+2)(2k+3)
- 6 2 s

Ako levoj i desnoj strani pretpostavke dodamo (k+1)% dobijamo: ,

_ (e D)(+TR+6)  (k+1)(k+2)(2k+3)
e 5 - 8 ’

Cime je dokaz zavrSen.
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1013. Analogno prethodnom zadatku.
1014. Analogno 1012. zadatku.
1015, Zan = 1 tvrdenje je ta¢no,

o TN I

1-37 2 2% 175

DokaZimo da je taéna iffiplikacija

1 1 1
T3 g3 tys+
1 k 1 1- . 1
R B s ki B 3TE syt
4o~ 1 k+1
IR S %3

Ako dodamo svakoj strani pretpostavké ¢lan

I _
Ge+T) @k ¥ 3y ‘mame
1 1 1

BVt ot

1 J 1
STy (“2k_+'“1)‘ TETH Ty

_ k 2K +3k+1 k41
7 W ) 1) k+3)y" &+ 1) 2k+3) ~ 2k +3
Kraj dokaza. '

1016. Zan = 1 tvrdenje je tacno, jer je
L
Dokazimo da:

P+2+34 42 = (kﬁ@l)a»
(gk +1) (k + 2)) 2

2
Dodavsi svakoj-strani pretpostavke (k + 1)%, imamo

]3+23+33+...+k3+(k+ 1)? = (M) +(k+1)3

w2
o s (K+4k + 4 k+ 12 tk+2 k+1) (k42
=k+1) .(kﬁt__l ( Yk+2¢ ({ ]i ))
Kraj dokaza.

1017. Analogno prethodnom zadatku,

P+234 34 ot (k+1)p=

272

e L e e e

1018, Zan=1,1-3=

414»1)(2 1+7)

=13 wrdenje je tatno.

-

Dokailmo da je tacna za svako ki 1mp11kacrja

k(k+1)(2k+7) -

1:342-4%3-5+ . +k(k+2)=

1-34+2-4+3-5+.. (k+ 1) (k+3)= K—H)("”)(Z"”)

Po pretpostavci je A
k (k + 1) (2 +7)

1-3,+2-4+3-5+...+k(k+2)=

Dodavsi (k + 1) (k + 3) svakoj strani ]ednakostl imamo
13424435+, crkk+2)+Hk+ 1) (k+3) =

=—(k”)6(2"+7) +(+1) (k +3) =

(1) (24 13k +18) _ (k+ 1)(k+2)(2k+9)
» . _

Sto znaéi da je identitet ta¢an za svako n pr1r0dn0

1019. Zan = 1,1 =2-1=1tvrdenje j Je tatno. DokaZimo da je taéna_i
1mp11kacua

1+24+24 L+ 21 =2k 1l 42424 o 26 = 21
Ako dodamo levo; i desnoj strani pretpostavke 2*, imamo
1424204 . 2 4 k= 2k = ] =gkt _ |

1020. Zan=11= (L ~1p 1—(1—;——12; 1 tvrdenje je tano. DokaZimo
da je tatna i implikacija.

12-22 43—, AR = (- 1)**1"__L_l’*+1
o224 3 g (o) e+ iy (crp RN E D)

Dodajmo levoj i desnoj strani pretpostavke
(=1)*(k + 1)% onda je _ _

P=2 43— 4 ()R (=1 (ke + 1)2 =
= (= EEED | g1y

=gy o) = 1)k~*l(k+1>(k+2)( 1) _

CHYk+D)k+2)
= 5 :

273



1021.

1022,

1023.

1024.

1. 7(1) je taCno, jer je 3 — 1 = 8 =0 (mod.8).
2. Za sve prirodne brojeve vaZi: ako je
3% = 1= 0 (mod. 8) = 3**2— 1 = (mod. 8).

Po pretpostavei 3* — 1 = 0 (mod. 8), tako da postoji purodan bro;
x takav da je

3% —1=8, ili 3* =1+ &.

PomnoZimo obe strane ove jednakosti sa 32 = 9,

Dobijamo 3%+ = 9 + 8 (9x) ili

=1+ (848 (W) =1+8(1+%N).

[tako 3**2 — 1 = 8 (1 + %), ili 3%**2 — 1 =0 (mod. 8).

Oznatimo dati broj sa

fn)y=3: 55 L2041 gy g =71,

f(1)=3:125+ 16 = 391 = 0 (mod. 17).

Dokazimo implikaciju

f(k) =0 (mod. 17) :'F(k + 1) =0 (mod. 17).

Posto je .
flk+1) =3 5601 4 23kl = 3 7 o gl o

=3 . 5%+, 524 9%+ .5 =25 .3 .l5** L8 kel _

= 25 (3-5%*14 2¥+1y _17.2%+1 = 25f (k) —17-2%+! =0 (mod. 17),
jer je prvi ¢lan razlike delle sa 17 po pretpostavci, a drugi je
oc¢igledno deljiv sa 17, pa je implikacija tadna za f(n) n&N.
Neka je f (n) = 11n+2 4 12241, -

f(1) =11* + 12% = 3059 =0 (mod-133).

DokaZzimo ta¢nost implikacije
f(k) 0 (mod. 133) :af(k + 1) =
‘Kako je

fllet 1y =110 4 10 =

= 11-11%+2 4 122-12%+1 4+ 11-115+2 4 144 12%+1 =
= 11:(11%+2 +-12%41) 4 133.12% =

= 11f (k) + 133 - 12" = 0 (mod. 133 ),

0 (mod. 133). .

jet je prvi ¢lan sume dLl]lV sa 133 po pretpostavci, a drugi o€igled-

no deljiv sa 133 ¢ime je dokazana implikacija.

Neka }ef(n) =21 Gl 4 3p — 2.

Zan=1, f(1)=2-9+3 -2 =0= 0 (mod. 54).

DokaZimo implikaciju - .

[ (k) =0 (mod. 54) = F (k + 1) = 0 (mod.54).
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1025,

_1026.

1027.

1028.

Posto je

fE+1) =2 0@+ 1pr3k+1)-
=2%*1. 4 ~ O - 15k~ 8= -

=4 (2%+1 — 9* + 3k — 2) + 27K — 2Tk = 4f (k) + 27k k—1)=
= df (k) + 27 - 2p = 4f (k) + 54p, jer je

k (k — 1) = 2p (paran broj ), af (k + 1) = 0 (mod.54), K
posto je prvi sabirak deljiv sa 54 po pretpostavci, a drugi oélgled-
no, samim tim je dokazana i implikacija.

42

Neka je f(n) =3 —8n—9. Akoje
n=1,f1)=3"~-8~9=64=0 (mod. 64).
DokaZzimo da je tatna i implikacija '

f (k) =0 (mod.64) = f(k + 1) =0 (mod. 64).
fle+1)=3"-8-17=" .
=9 (3% 8k —9) + 64 (k+1)=9f(k)+64(k+1).

Dakle, f (k+1) =0 ( mod.64), jer je prvi ¢lan 9f (k) del]iv po preb
postavci sa 64, a drugi ocigledno.

Ako je f(n) = 7+ + 82" =0 (mod. 57), .

f(1) =7 + 8 = 855 =0 (mod. 57). Dokazati ta¢nost :mphkacqe
f (k) =0 (mod.57) = f (k+1) =0 (mod. 57).

Kako je

fk+1)= 7"*3 + §EI =77 : 7% § 64 - §¥*t =

=64 (77" + 8 57 - 2= 64 - f (k) - 5T - T,

zakljudak se 1zvod1 jednostavno.

Ako je f(n) = 3%+ 4+ 5 - 2%+1 onda je
f()y=3+5-24=323 =0 (mod. 19). Dokaz1m0 implikaciju

f (k) (mod. 19) = f(k + 1) = 0 (mod. 19). h

f(k+l) 33k+1+2 4 §.73k+D+] = 33k+’ 334 5. 23k+1 232

27 (P 5000 o 1905 k8 = 27f(k) 95 - 2%,
Dakle f (k+1) = 0 (mod. 19) jer je Clan 27 - f (k) deljiv sa 19 po
pretpostavci, a drugi 95 - 2%+ pﬁigledno, pa je implikacija ta¢na.
1° T (1)jetatno,jerje2 =1 + 1.

2° Za sve prirodne brojeve ako je 28> 1 + k=

261> 1 + (k + 1). Po pretpostavci je 2 > 1 + k. ,
MnoZenjem obe strane ove nejednakosti sa 2 dobijamo 258 20 4 2
Podto je 2k > k, gde k€ N, imamo

X122 + 2% >2 + k=1+ (k+ 1), §to je trebalo dokazati.

275



1029.

1030.

1031.

- 1032,

1033,

1° T (~1) je ta¢no, jerje—=2-9-13+25=1>0.

2° Za sve céle brojeve k = — 1, ako je

2k = 9k +13k +25>0 = 2 (k +1)°=9 (k+1)*+13 (k + 1)+25>0.
Dokaz:zan = k + 1,27 -9 + 130 + 25 = :

=2k + 1)3—9(k+1)2+13(k+1)+-25= .

=2k = 3k +1k + 31 = 2k* — 9k + 13k + 25 + 6k — 1)~

Po pretpostavci 243 — 9k2 + 13k + 25 > 0, aizraz 6 (k — 1) je o&i-
gledno pozitivan. ,

Za n =2 imamo da je (1 ThY=1+2r+h'>1+ 24, jer je
h* > 0.

‘Dokazimo implikaciju

(1+hY>1+kn=(1 TAYT ST+ (k+ 1) A

PomnoZimo li obe strane pretpostavke sa 1 + 4>0, dobiéemo
(LAY (1 + )y (1 +kh) = 1+ (k+Dh+nh?>1+ (k+1)h,
{j. implikacija je tacna, cime je tvrdenje dokazano.

Zan = 5 nejednakost Je tatna. DokaZimo da je tatna implikacija
28> k= 2k > (k4 1)~
241 > 2k 2k + Sk, jer jek =5

Iz nejednakosti 2*' > k2 4 dk + k> k2 + 2k 4+ 1
sledi 2641 (k + 1)? |

Zan =2 data nejednakost vaZi. DokaZimo da vazi i implikacija
VP + VaE <V g + VT + Vg <V g,

PoSto je Vpk+t 4 Vghed ) -

=V Vp + Vg sV T g) +VEEVp Ty =

= (VP +VaF) - Vp+q <V T qf Vp +q = Vi T35 do-

kaz je zavr3en.
Zan = 1 identitet jc tadan, jer je

. X x
r sinx Zsin g e x
cos§= = Bt =cosj.
’ 2 sin 5 2 sin 5
DokaZimo da je tagna i implikacija
X sinx
cos = . cos-ﬁ * COS #7... cosf,; = ——’——
2 2r 2 2 2k sin X
2%
X : x sinx
COS *2-' * COS%E * COS ? C.OS zkxﬂ =

s, X
2k+1 s1n~2'-,;;T
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3 e Ty s . X .
MnoZenjem leve i desne strane pretpostavke sa cos ¥ IMamo
% X X X X sinx X
CDSE » COS? i COSE-?... COS—Z—; . CUS?TI = _—“—1— ‘ COSW =,
- 2% sin :
2k
Sinx - cos x ' o
’ g sinx
. & X 3
2% « 25in 2657 C0S 5y 2K+ - sin et

Sto znadi da je implikacija tatna, pa je tvrdenje tatno za svako n
koje je prirodan broj.

-
-

sinx
Pokazimo da je tatna i implikacija

1034, Zan = 1imamo-sinx = 30X _ sinx i identitet je tacan.

S+ Sin 3+ 5in 5 + ...+ sin (2% ~ 1) = SIEX,
= sinx + sin 3x + sin 5x + ... +sin (2k+ 1)x = Ml{%ﬁ

Ako se doda levoj i desnoj strani pretpostavke sin (2k+1) , sledi da je
SInX + sin 3x + sin S¢ + ..+ sin (2 — 1) x + sin (2 + Dx=

_ sinkx
sinx

sin? kx
sinx

i !
+sin (2k+1) = +sin (2k + 1)x

= Sin’kx +sin (2k + 1) xsinx S, :
- ~sinx - &

Sin ke + 3+ (cos2ke — cos (2K + 2)x)

sinx .
= 28in*kx + cos? kx — sin?ky — cos (2k + 2)x
. ; Zsinx
= 1—cos(2k+2)x _ 2sin’ (k+ 1)x _ sin* (k + 1)x

2sinx 2sinx sinx

Dakle, implikacija je tatna, pa je identitet tacan za svako prirodno.,

1035. Analogno prethodnom zadatkuy,

sinxsin:
1036. Zan = 1,sinx = — > identitet je tadan,

sin
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DokaZimo da je tacna i implikacija

. k+1 L okx
sin —s—x sin -
sinx +sin2x + sin3x + ...+ sinkx = % — =
: sin = )
2
o b2 o i)k
sin —s=x sin 7
sinx + sin 2x + sin 3x + ... + sin (k+1)x = %
' . sinj

Ako se doda levoj i desnoj strani pretpostavke sin (k + 1) x, dobija se

sinx + sin 2¢ + sin 3x + ... + sinkx + sin (k + D x =

. B
sin =5—x sin -
™ ' £ +sin(k+ 1)x=
sin
o Rl e R e e B s T
_ Sin ~—5—Xx Sin - + 2 8in 5 X oS —5—Xx Sl 5 _
- sin =
2
sin}f%x(sin% + Zcos%x : sin%) '
B sin -
; )
sin E%lx (sin—}%x— + sin %—2—): — sin %) - kzzx'sin k-;l 5
sin% sin%
Implikacija je tacna. .
1037. Analogno prethodnom zadatku.
1038, Zan = 1 imamo
| I S .
tgx+-ztg§=~2-ctg-2--—2ctg2x— = Y
£7
1 Z 1 j
- = {gx + oo o
X 21gx hg X 18X
gy 1 —tgx 1tg3
=tgx + Ix—- lx = tgx+%tg.~‘;—._
2g§_ Zmi _
X
Tvrdenje je tacno.
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1039.

=§m(20tg%+tg§§ﬁ)—2ag2x=j , e

ki

Dokazimo implikaciju

1 -2+ 1 ;
tgx+§tg—z+?tg%‘;+...+§]5;tg%=—%ctg%—zagzvc:al
S N 1 |
‘lg:n+f2—tg-2-+?tg?+...+wtg%=§%ctg2"”wZCthx. ‘
'Dodajmo levoj i desnoj'str-ani pretpostavke 1 tg X
3 2k+1_ e+1

Tada je .
s e o A e 1. x 1 ., X
g+ 3@+ gtk b g+ e B gy =

1 X 3 1 X
?Ctg?mcthl. +§mtg§£-+—r:

1 [ % |
=F’T (Ctgfgf‘f- (Clg%-{- tgixm) ] ——20tg2x=

2x X
€08 ("27?" "t Tf’ﬁ)
1 2% :
= 251 | Ol 5mr + —— = —2cg2x =
Sin ?ﬁ COS 'zm ]
1 2% P ;
= 2k+1 cig 2k+1 + . IZL . ZCtg"‘Zr =
sin EITI
2%

1 Cosmpr + 1 1 2 :
= kT e 5% —ZCthAf:EHI—CIg*Qm—.ZCthE,

Cime je tvrdenje dokazano.

Zan o= 1 imamo Cosx +isinx = cosx +i sinx, formula je taéna.
DokaZimo tatnost implikacije (cos x + i sin x)* = cos kx + sin kx =
(cosx + isinx)**! = cos (k + 1)x + isin (k + iy o

Ako pomnoZimo obe strane pretpostavke sa cos x + i sin X, imamo

-(cos x + sinx)**! = (coskx + i sin kx) (cosx + i sinx) =

COS Akx.cos x + I sin kx cos x +sin x cos kx + sin kx sin x =
COS kx oS x — sin kx sinx + i sin kx cos x + sinx cos kx =
Cos (kx +x) +isin (kx +x) = cos (k + 1) x + i sin k+ 1)x.

. Implikacija je tagna, pa je i Moavrova formula tadna za svako n
prirodno. :
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1040.

1041,

1042.
1043.

. ay—=vb 2

Zan=1, .

1 R S | @ o = lad 44
l+x "1+ 72T " 1-F -0-0@+0a+x)
_—Ex-DE*+22x+3) P+ +3
0=+ A+ 0+x0d+x)
tvrdenje je taéno. DokaZimo da je tatna implikacija

1+1+1+_|_2’¢_"1+2*‘le
14+x 1+ x? 14+x" 1+_r25_x—1 1__x'2k+]

| 1 4 kel N 1 k2
=7 +x+ 1+ x? @ 1+x* P Ty ‘—JJ'“ 1 & 1\___};2;“’2'

k42
Ako dodamo levoj i desnoj strani pretpostavke - 2 s dobija se
1 +x

1 2 4 s il S
R 70" "'+1 $ 52 Y gt
- 1 2k D+l . 1 2 . Dkl _
—)\:.__1+1_x2k+1+1+x2k*2m_1-_1 I‘xzzfc‘?'l_

1 Qk+2 g
=z * 423

x—=1 1 —x2
§to je trebalo dokazati. .

Zan=1,

a,=3a;-2a,=3-3-2-2=5=22+1, i trdenje je tatno.
DokaZimo implikaciju

a=2°+1= a,,,=2*"'41. Kako je

G =3a, - 24, =3(2*+1) — (2* '+ 1)=

=328 4+3 -2 =22k 41 =2%141,

Implikacija je ta¢na.

Analogno prethodnom zadatku.

Zan=1,

1 b
—( +E) - Vb

_ =a3—2mf5+b:(a'—\/5)z
a, + Vb 1(“"'"'2‘)'*“/5' a*+2avb +b  \a+ Vb

2
tvrdenje je tatno. DokaZimo implikaciju

a;c‘“‘/E: a—ﬁ2k$9k+1_"/5=' a—+vb
a+vb  \a+ Vb a,,+V6- \a+vh

2k+1
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1044,

_:(d +4) (&~

Kako je

0] ==

sy - Vb =
a.,.,+vb

b .
a+— | Vb : ;
( * ak) _a=2aVh +b ’ak—/\/F) "

T a-2aF +b la +vh |
(ak + ;?—} +vb R0 . j
ke

b —

L ((a = .\/b_)z*)f_ (a . ﬁ)z . 2k 3 (a 4 \f;?) 2k

at+/b “la+vB E??‘EI'_
Implikacija je ta¢na.

Iz rekurentnog obrasca imamo
a;=(a+p)a,—afa, =
Cat-p
- a + = :
== Blatp)=r—s
Pretpostavimo da je za neku vrednost n = k, a i za sve manje vred-
nosti od k, tacan odnos

ak+1 = ﬁk+1

a—p

DokaZimo da je ovaj obrazac taan i za a,, .

lﬂk=

~ Stvarno:

1045,

U1 = (@ +B8)a,~afa,_, =

ket — Bls ok — B
={ELa) _:z-w_ﬁ—_—aﬁ";_—“z
(a+B)(akl =Bty —af(ak — ) ak+ + sz \‘
B a=p T
dakle, matemati¢kom indukcijom smo utvrdili da je opsti ¢lan niza
o_-n+1‘ — ﬂm-l :
a, = _Q:F

Zan =2,2% = 2* = 16, tvrdenie je tatno.

Dokazimo da je tatna i implikacija

(2% poslednja cifra 6 ) = (22! - poslednja cifra 6).

Kako je 27" = 22" o 2%y, ovaj broj zavriava sa 6 jer broj koji
zavrSava sa 6 i njegov kvadrat imaju tu osobinu.
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1046. Zan=1,f(1)=32—1 =8 =0

1062, Zan=2 %1%

(mod. 21+2),
DokaZimo implikaciju |
f(®) =0 (mod.2+?) = f(k + 1) =0 (mod. 2++3),
Kako je '

flrE+) =" 1282 3= gfps = @G -1 @3+,
f(k + 1) =0 (mod. 2¢+3), jer je 3% — 1 =0 (mod, 2¢+2

) po pretpo-
stavei, a 3% + 1 =0 (mod. 2) ’

s obzirom da je 3
implikacije.
f (k) nije deljivo sa 27+

*+ 1 uvek paran broj, ¢ime je dokazana ta¢nost

» Jer nije tatna induktivna hipoteza,

1047. Zan= 1L,f(1) = 2' + 1 = 9 =0 (mod. 31+1),

DokaZimo da je .

fk)=0 (mod.3+) =f(k+1)=0 (mod. Y

Kako je

Flle+1y=2"" 1.1 =34 1= (23")3 +] =

=@ 1) -3@Mr-3 2 s Fp1p oz 2%*+1),
fk+1)=0 (mod. 3¢ + 2), jerje

flk+1)=0 (mod. 3 +2), a (2 4 1) Y=f(k)f (k) ,atoje de-
ljivo sa 3%+2, drugi ¢lan razlike se moe napisati u obliku
3 2% f(k) ato je deljivo sa 3k+2

57 =Vaa,, tvrdenje je taéno.
Neka je '
G ta,+a;+...+aq &

> - =Va, - ay- ay.a,

a,ta,+a, + ... ta,+a,, _
- k+1 -
a+ay+as+..+a k- :
i + ak+] k 5 ‘\/ai : al L a3...ak + ak+1
> .
k+1 -~ k+1 -
Ako se uvedu smene |

- tada je

Q1" @ Ay..q, =xFED g = ph+l g je
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oz ;,“"W i L i

_ R ap ka s

k :
k - -\/al i/ PER e SO + ., K+t .
EF1 —- Va6, 8y 8y =

~ ot ey gk ]
R A T+ 1 B
ok (x —y) —y (b —y5) (@ —y) (et =kt =yt .
== E+1 ;i E¥1
(x = y) (k= <=1 M2 4 L + xF = y%) B

. T k+1
(& — p)F (F1 x5 (x4 y) + 2k @+ +y)+..+
' k+1
(ﬂ4+ﬂﬁwn”+ﬁﬂ)>0
k+1 4
$to znadi da je Fii +‘j: Lo Tl-a" >Va, 4, a4, .

~ Znak jednakosti vaZi ako jea, =a, =a; = ... = a,.

1063.

1064.

‘ 1,1 -7 14 13 ' ’
Ha=lgti~m %™ & ‘
Pretpostavimo da je, za n =k,
1 1 4 98 °
ittt
DokaZimo da je ,
1 13

1 11' . —-———-—-—:"“_'"1
S O T AT (E S Vg2
Neka je ‘

1 1 3
Skz_m+m+...+2kaa

1, 1 S ika
5k+1=.m+_ﬁk+3+“'+2(k+1)'RaZh.

1 - S (T 1 >0,

) 5 ) I 2 Wl X (2% VY ) 2 D)
| | 13
i =S >0 58,,,> 5,28, > 5.
Zans2, -‘

' ' a’ +b? e
2 (@ +b%) > (@ + b) > a2 + b > 2ab » “—— > Vab?,
tvrdenje je tafno.
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_—r 2. ONACNI NIZOVI
Pretpostavimo da je 8.2. BESKONACNI N1Z

(1) 2@+ b4 > (a + by n+2 1
Dokazimo da je 1068. a)a, = -+, . b)a.= CICEIE
(2) 2% (a1 + b**Yy > (a + by, a,=a -1, " dya,= (=1 &) G, = :_1

Ako pomnoZimo (1)saa + b > 0, dobija se
ZTH(@ + by (a + b) > (a + by, v
Da bismo dokazali (2), dovoljno je dokazati da jc
2k (a*+! + b“”) k=1 (a* + b (a+b) = - '

Zf:] * f«f”‘” > a4 a'h + abk + b o 1069. Niz je monotono rastuéi ako je a,<a,, , ili
@B > gkh +abk = (a* - b¥) (a - b) > 0. : a, - a,,<0. Za dati niz imamo
Ako je a>0, oba &inioca su pozitivna, pa je i gornji proizvod po- : B 3n 3n+3 e

zitivan. Ako je a <b Oba Cinioca su negativna, pa je proizved ta- . STl TR T s g Bn+1)(3Bn+4) <0,
kode negativan.-Timé je dokaz zavrsen. . ' : $to znaci da je dati niz monotono rastuéi. _

1065. Zan =2,2" — 1 =21 1= 15, 8to je deljivo sa 15, i tvrdenje je E 1070. Niz je monotono opadajuéi akoje a, >a,_,,ili

Refenje ovog zadatka nije jednoznacno, opiti ¢lan pod a) moZe bi-
ti, na primer, '

+2
aﬁzﬂ+(n_1)(n~2)(n—32(n~4)51n~n.

I e o i
i 3 % i iy

tacno. a,—a,,, > 0. Za dati niz imamo

Pretpostavimo da je 15 |27 — 1, dokaZimo daje 15 |22 - 1. Ka- 3 R o+l 1

koje2?™ ~1=(22%2_1= | E Il S T " FT - dz=1 >0

=%+ 1) 2% 1), Dati niz je opadajudi. o,

§ obzirom na pretpostavke, ovaj proi wod je deljivsa 15. Time je ~ § 1074 ay=2a,=a,+ La,=a,+1¥2a, = o+t +2+3
dokaz zavrsen, ' ; as=a,+1+2+3+4&a,=a,+1+2+3+4+5.

NasluCujemo dajea, =a, + 1 +2 +3 + ... + (n—-1),

066. Ako u datu jednakost stavimo z = 15 = 2, dobijamo sistem
' - §to se indukcijom moZe dokazati.

2(a+b)=1A6Qa+ by =17, iz l:oga sledi da je
5 :

a=zib=-2 1075. Uslova, > 50 je ispunjen zan > 7, tj. &anovi a, a, ...

3 6

Prema toive, dobijamo jednakost n; : 1

) . ) , on o3 . mdl
o /(Z k(@ —1) =t (n + 1%(4,, = 1)- 1076. Opsti Clan niza (b,) je b, = nT B

= ; ¥
C_)va formulavazizan =1in = 2. Primenom matematicke induk- b. = 2 b, = 1 b, = 2 b, = 3 b 2 b, = l.
cije dobiCemo da va%i za svako n. Pretpostavimo da je jednakost VA RS RO AT
(1) tatna. Ako levoj i desnoj strani dodamo (n + 1) (2n + 1) ima- ; 25-26 100 - 101
mo _ y Mk e s o,
e+ 1 . . _(n=-3)yn-2) _p+2)(n+3)
Zk(zk-l):n‘(n-}-l‘ﬁ—_uﬁ_ll+(n+l)(zﬂ+l) a,:3= 5 s, 0 = - 5 .
=1

1078. a, = 5,4, = 5,4, = 5,4, = 5, 4, = 5. Takode je -
Ay =3, 4, 3 =15, a,,, = 5. Svi &lanovi ovog niza su 5. Za ovakav
niz kaZe se da je konstantan.

:L-g_lzmz_11,,+6):m+1)(n22>(4n+3)_

1067. Analogno prcthodnorn zadatkud = -1, B= 2, C =2,
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1079,

1085,

1081,
1085,

1086.

1087,

a,=2=3-1-1a,=5=3-2-1,4,=8=3-3 -1,
a,=11=4-3-1,a,=14=3-5-1,a,=17=3-6—-1.

Na osnovu ovoga nasluujemo da ¢e op$ti ¢lan datog niza biti
a,=3n-—1.

7137 19 10 10 25 13 31

Nz 3212 7 169 20
; NN S e | 1.
b) 01 7! 0.‘ _).O» _6-? 0} g} 0: I_O'y
' 4 .6 8 5 10
€)2,0, — 3 0, = % 0, - 0, g 0.
a)-3,0,5,10,15,20; b) 2,-2,2,-2,2, -2.
Ako je a, = ¢, tada rekurentna formula postaje

Pl =3 — 2 e = 3r 4+ 2 =0
Tojea,=C, - 2" + C, (1)

Zan = 0,o0dnosno n = 1, dobijemo
C,+C,=2A2C,+C,=3sC,=1,C,=1
Opsti¢lannizajeaq, = 2"+ 1" = 2"+ 1.
bya,=2"-1.

Dovoljno je posmatrati sledeca Cetiri sludaja:
a=2a =a,2)0 =a, =q, =2a,;

3) 0 =a, =2ay 4) 0<2a, =a,.

Neka jea,=01ia, =b.

Ay Ay 8, 050,05 Ag Ay Ag Ay Ay, :
1) a, b, b-a, a-2b, 2a-3b, a-b, 2b-a, -b, a-b, a, b,
2) a, b, b-a, a~-2b, b, 3b-a, 2b-4, -b, a-b, a, b,

3) a, b, b—a, —a, 2b-a, 3a-b, a, b-2a, a-b, a, b,

4) a, b, b-a, —a, 2a-b, b-a, 2b-3a, b-2a, a-b, a, b.

‘Odavde zakljutujemo da je dati niz perioditan sa periodom 9,

d, ., =4, 74 SVako n.

Podtojex; =6 = 3!, x; = 24 = 4l ix; = 120 = 3},
moZe se naslutiti da je x, = nl.
Dokaz indukcijom x, = 11, x, = 2L
Pretpostavimo da jex, = k! ix,_, = (k — 1)!
Tada je

XY=k +x, )=kkl+k-1H=
k(k—=1)1(k+1)=(k+ 1)}, {ime je dokaz zavrsen.
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- B2 ARITMETICKI NIZ

1088. a) Zan=1,a,+ (1 - 1)d = a,, jednakost je 1a¢na. Pretpostavi-
mo da je obrazac tatan za n=k, a, =a, + (k — 1)d , pa do-
kaZemo da je tataniza n = k + 1. Treba dokazati daje
Ga=a,+((k+1)—-1)d=a + kd.

Dokaz:
Gy =@ td=a,+k~Dd+d=a,+ kd.
Prema tome obrazac je tacan za svako n (prirodan broj).

1 i ; i :
by Zan=1,5,= Vi (a, +a,) = a,, zbir od jednog ¢lana jednak je
samom Clanu. Pretpostavimo da je obrazac tacan za n = k,

k
Skzj(al+nk)'
Treba dokazati da vazi za n =k + 1, odnosno da je
k 4 + 1
SL—H =x ((.“ & “ku)

Dokaz:

k
Sin =St ap, =50 +a) +a,,=

k
=> (ay+a, &= 1d+a,.= (2(1 + kd)— kd +a, +kd =
: 20 +kd _k
§ (2a + kd)+ - 5 =%+ (Za +kd) =
_kr
Sl + @ty =53 @ 4 a,,).
Obrazac je tacan za svako n (pnrodan broj).
: 1089. a,, = —50.
L1090, 7,83, 10, 115,...
L 109 a)a, =45,d =3; b)a, = ~16,d = —4.
1092. a)a, =9,d = 2; b)a;=0,d =7.
| 1093. a)n = 10, S, = 265; b) n = 26, S, = 604,5.
L 1094, a)n = 52,4, = 143; byn = 10, a, = 47.
LEmm 73 52 31 10
1095. a)8,5,2, —1, —4,... b) 17 T T T
1096, Izsistema jednaCinaa, =9 A a,= —6 dobua se
a = 18,d = —3. Ako se zamene dobijene vrednosti u (3), proizila-

zidajen =4ilin=9.

: 287



1097.
1098.

1099,

1100,

Aay=2,d=1,n=35; byay=5d=35n=6.
[z uslova zadataka dobijaju se jednakosti:
a,+a,+a, =36 A al + a3+ at = 482,
Odatle sledi sistem
a+d=12 A 3a*+ 5¢° + 6ad = 482, Cija su reSenja
= *35,a,=Tilia, = 17, te je traZeni niz

1,32, 17,22, « il 17 12,7,2,-3,-8,.
Iz uslova a; = 5,d = 4. Zamenom ovih vrednosti u
(3) 1 posle sredivanja dobija se jednacina
2n* 4 3n — 10877 = 0.
Koreni jednatina su n, =73 i n, = —74,5. Odgovara samo n,, jer
broj tlanova progresije je ceo pozitivan broj.
[z uslova sledi sistem
a,+(a, + d)+ (a, + 2d)+ (a, + 3d) = 26 A
A a,(a, + d)(a, + 2d)(a, + 3d) = 880.
B=M

T
Zamenom u drugu jednalinu sredivanjem izraza u zagradi dobija se
13-3d 13—-d 13+d 13+3d

22 2 2
Prvi i Cetvrti i drugi i treci ¢lan proizvoda predstavijaju razliku
kvadrata brojeva 131 3d, 13 i d.
Dobija se jednafina
d' — 1690d* + 14481 = (, ¢ija su redenja

o i o, X609 o 1609
=3,d"=-3,d B e 3

Iz jednatine a=1—3—5ﬁ

g, =2,a" =11,
o 13— VIB09 . . 13 + VIGOO
ay me——m— lay = 2"—"—
Odatle slede Cetiri niza:
1 2580104 .
2) 1,85 3,-1,
13 — VIG09 39 — V60T 39 + vI609 13 + VIGo

Posle sredivanja, iz prve jednacine je a, =

= 880.

dobijaju se odgovarajuca resenja:

3) i T R ) =
V1609 39 + VI609 39 — V1609 13 — Vi609
9 13+35E pro, 2 ool 13- VIe®
788

1101,

1102,
1103,

1104,

1105,

1106,

1107.

i | '
Gitdtasvatag=g@g+a,+ag+a,+a,).

Ako sve clanove izrazimo preko @, i d, dobijamo jednaginu

Sa, + 10d = © (Sa, + 354). PoSto je a,=1, dobija se da je

< = =3, TraZeni niz je 1, -3, -6, -9, ...

a,=1,d =3,

[z uslova zadatka sledi

2a, + (m — l)d Za,+(n—1)d
Y

L T vp=mtind
L ) ¥

& e

Posle sredivanja je (2—d)(n —m) =0, a odavdc n —m =0,
2—d=0=d=2 atraZeniniz glasi 1, 3,5, 7,9, ..

2,4,6,8, ..

iz uslova sledi 2- 5 (20, + (m — 1)d) =n, (“1 # = )=

Mt m=1)(m+n)

i ZAF "
odakle dobijamo: d = 1 1)

nA £ mn
Smenom u obrazac
- uﬂ (2a, + (m + n — 1) d) dobijamo:
a)$8,., == (m+n);
b) analogno §, | = L ”)H{-I‘Z" T :

lza,+d(m~1)=n, a,+d(n— 1) = m dobijase

d=~l,a,=m+n-1,pajes

mtn T

=TI mtn-1).
a)lza,+d(p—-1)=qia, +d(g — 1) =psledi
d=—-lia,=p+qg-1

Primenom obrasca (1) nalazimo da jea =p + g — n.

b) iz sistema

agt+(m+n=-1)d=AN a + (m—n-—1)d = B sledi

An —Am +Bm +Bn + A — B . Tt
2n 2n -
Primenom obrazca (1) dobijamo

2A4An — Am + Bm

a, =

m =g M = 2n
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1108,
1109,
1110,

L1114,

1112.

1113,

1114,

(n+ Dy2n - 1)
4905.
n.
{(r ¥ Da—(n~— 'l.)-b) =t
~ i
s, (PBlpted = 1A 3
[z zahteva S, = 3n*ili {24, E e 3n?,
posto je n #0, sledi _ _
20, +d -n~d=6n il 2a —d = (6 —d)n (H
Kako jen =0, jednacina (1) je ckvivalentna sistemu
' ; b
6-d=0A2a-d=0,ti.d=6a=1%=3;
traZent niz je 3, 9, 15, 21,...
Primenom obrasca (3) dobija se:
2a,+ d (n; — 1 S d p
5, = 2{‘ ) 1=>I?—:=(1]+-j(a-1]—i),
+d{n.~—1 S, d . ;
§,= .Zﬁ,t_,._z&_f;m..__m}_ m@ ==t s (- 1)
2 1(n, — 1 5
S, = Jl+£,§ﬂj )',hf',ﬁf:;(;—{»-%{-(nj—n[)_
3 2 2 2
Ako se pomnoZe poslednje tri jednacine redom sa.
(n, — ny), (ny—n) i (n, —n.), pasesaberu, dobija s¢
5 Sy .
;‘_i— (n,—ny) + W (ny —n,;) + 7, Ay} =
=a, ({H.n)+ (= ng 4y —n,) )+
(= 1) (1, = ) = 1) (=) + (g = 1) (= 1)
Posle sredivanja na desnoj strani izrazi su jednaki nuli (ovi u za-
gradi), pa je
y wha Sg .
‘ “(ny ¥ —(n,—n,) =0
n, (n, —ny) + 1, (=) + , (), =)
Da bi niz bio aritmcticki, treba da je

d = (@ + 1) — (a +x)* = (a—x)* — (@*+¥) = —2ax.

Sto znaci da je niz aritmeticki sa diferencijom

d = —2ax. Ako se primeni obrazac (3), dobija se
g = Lla+iy —;ZaX B~ 1))4 .. (@* + (3 —n) ax+x)n.
290
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1i1s.

1116.

1117,

1118,

Clanovi @y Ay Ay, ... G5 Obrazuju aritmeticki niz sa diferencijom 24,

a broj ¢lanova je i = 10. Ako se primeni obrazac (3), dobija se

(2~ 49 « 2510
]

250, a, + 9 = 25.

Zamenom a, = a, + d dobija se:
a + 10d = 25 (a).
Analogno iz progresije a,, as, ds, ...a,,
a+9d=22 (b).
Iz {a) 1 (b)sledidajea=~5ad=3,pajec
Ay =a,+9% =221ia,=a,+ 10d = 25.
Brojeve koje treba odrediti obrazuju aritmeticki niz sa razlikom d = 2.
Ako je prvi Clan a, progresija je:
a,a+2,a+4,a+ 6. Brojevi izmedu njih sua + L,a + 3ig + 5.
Iz postojecCeg zahteva u zadatku je .
@+ (a+2) + (a+4)+(a+6)= (a+ 1) + (a+3)* + (a+5) + 48.
Posle svodenja se dobija jedna¢ina a® + 6a —~ 27 = (.
Odate jea =3 ilia = -9,
Brojevisu 3, 5, 7,9, ili -9, -7, -5, 3.
a) Zbir desno pretstavlja S, aritmetickog niza 3, 7, 11, ..., a taj zbir
je 210. Ako se zamene vrednosti

a,d, S, u (3) dobija se

6+n-14  _
ey n = 210.

Posle ociglednih transformacija dobija se jednacina
5

2n*+n — 210 =0, ¢ija sureSenjan = 10in = — ""-Z;I

Drugo resenje ne dolazi u obzir, jer je broj &anova ceo pozitivan,

x=a,=a,+@n—-1)d

r=3+(10- D14
X =3+ 36 =39,
b)x =73,
Posto su g, b 7 ¢ uzastopni ¢lanovi aritmeticke progresije, onda je
ate

Da bi izrazi bili tri uzastopna ¢lana aritmeticke progresije, mora da je
1 .1 1 i 1.1
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Ako zamenimo vrednost b u prvom izrazu, dobija se: é 1123, Ako se primeni obrazac (4), diferencija novog niza je
Bk ive Ay 2 B M 2 ) d=14-2_3
2 W"i(“(ﬂ?%)“(ﬁm‘z)f- : S
Posle stedivanja izraza u zagradama dobijamo Frazeni niz je
(@+c) 1 (2ac+a®+ ac ac+cz+2ac) ; 73]’561891 o @il 1
= : & 23 05,8, 95,11, 12 5, =
2ac 2 ( ¢ (a+c) (@a+c)a | | ) i 5, 14, 16 o
zatim 124, Za traZeni niz je a, = 0, a.,; = I12. Ako primenimo obrasce (1) i
(@+c) 1 a+3a+3act+¢ .. (3). dobijamo sistem
=t - i ;
2ac 2 (a + c)ea i okl (r+1)d = 150 ( )
" I = o d=150 A (+ 1)d =12,
2ac 2 (a+c)ac odavde je
(@+e¢) _ (a+ep L
The ~ = g & ey o = 23,
1119, Sobzirom dasu g, bic danovi aritmeti¢kog niza, onda je2b=a+ec 1125, Rariika traZenog niza je
Da bi resenja kvadratne jednatine bila realna, mora da jebt—ac =4, ] , . B-4
-2 i = —
Zamenom vrednosti za b dobija se —(ﬂd_ﬂl ~gct =0 k+1
" : g Brak 2B+ Ak —1) 3B+4 (k-2
Posle ocigledne transformacije je L'I——Ll—c‘)— = 0. TTEFT k+1 “ TR
Izraz na desnoj strani je uvek pozitivan, $to je trebalo dokazati. i AB Ak =3  (k+1)B+ 4 (k — k)
! ko1 FuEey .‘i‘: g .
1120. Analogno zadatku 1118, el
) _ ) . ) ) ) ) Zbir niza je:
1121. Koriste€i osobinu da je svaki ¢lan aritmeticka sredina susedna dva i : ' :
: iia s H C o g -
¢lana, dobija se g L (Z/J k2= 1)- éji ‘_.,i\ _
208+ 1) = (x* - 2 — 1)+ (2 + 2 — 1) : : c+ 1)
Ako se desna strana kvadrira, dobija se f %, 50 &-5-;:—-?1(2/1 L k+1)(B -':_,{_1‘_2)
202+ =2+ 2+ 1 - 4P -2 0 + R £+ 1
FA52 & 1 + 40 — 2 — dy il ' 5., =K+ 45)
203+ 1) ="+ 42 + 2, odakle je (¢ + 1)2= (&2 + 1) : " %
Znali, tvrdenje je tatno. . 1126, &, = 100.
L122. Uslov daje jednakost Zlog,x = log,x + log,x. ; 1427. Neka je broj interpoliranih brojeva 7. "Tada niz ima r + 2 ¢lanova
Ako se svedu logaritmi na istu osnovu, {j. primeni i gdejea = 1,aq, , = 31. Iz obrasca za interpolaciju dobija se d Zu
log, N g P sed. Z:
identitet log, N = ~2£" dobija se : irddent niz
log, a : 30

log.x log.x logx . _ : d= e
Tog, it ~ Tog, & + Tog, 7 ili2log, n = log, (1 + log, n),

log, n* = log, m (log, k + log, n) = log, (kn) log, m. :
Odatle je n* = (kn) 108cm, : R R St bl |

a prvi interpolirani broj je a, = 1 + d, dok jc poslednji
g o i
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1128,

1129,

11306,

Pretposlednji je a, = 31 — 2, a, =
Zbir interpoliranih brojeva je

L+d+ 31 —d
2

Najvedi mterpolirani brojevi su o, 1 a, pa je iz uslova zadatka

r = 16r

3lr+1 , 31r — 29\ _ il
4(r+1 F_l_ll--lﬁf]l

2t — 29 + 14 = 0, odakle jer = 14.
a,=0,S, = ——.

1z uslova zadatka a, = (x —~ 7)%, a5 = (v + 1)7,

eI EEENY ol b0s

a5

Da bi se odredila vrednost za x, da je a, = 20, m:lAm da je
¥t — 6y + 25 = 20, Odatle se za x dobijaju dve vrednosti: v o= 3 |
x = 1. TraZeni niz je 4, 20, 36, ...

Jz jednadine 31-(8 + (n — 1) 16) = 760 sledi da je n = 20.

Ako oznadimo stranice trougla sa a: a + d; u + 2d, dobija se sistem
a+(a+dy+ (a+2d)=3h
a*+ (a + d)F = (a + 2%

I ebursoraintealonie ua b dal to
Cija su reSenja za @ @ @ =~y odgovarajuce reSenje za ¢ 1 d =5, te

su stranice trougla

3 5 3h
LR
. Jz sistema
@ (a + d) + (a+ 2y =30 A
A2{(a+d)+ (0 +da+ )+ a (a + 2d)) = 94

5

nalazimo o, =3, d=1ilia,' =5,d = -1

Dimenzije su 3 o, 4 cm, 3 cm.

1132,

1133,

1134,

P137.

Nizjer,a b cilid, 4 +d, 44 2d, 4 + 3d. Ako se primeni poznati

P ”
nam obrazacr = T dobija sc

4= \/ 2+24)2+a)
6+3d

odakle jed = 11.
Stranice trougla su 15, 261 37, a poviSina 156 cm?

Iz sistema

az{ea+2d) =375x A g (a + d) = 300, sledi
a =13, d =5, zapremina je 1500n cm’.

[z sistema

a,+ (=13 =44 A5 (2a,+ (n - 1)3) = 158,
Posle eliminacije a,, dobija sc jednatina 3n® — 911 + 316 = 0.
A odavde relenje je n = 4, znadi taj mnogougao je Cetvorougao.

- Iz jednacine @ + (a + 3)* = (a + 6)° dobijaseq = 9cm, b = 12 cm

ic =15 cm.
Neka su a, b i c merni brojevi stranica pravouglog trouglaa, bic su
Clanovi aritmetitkog niza, ako je 2b = a+c. Da bi rougao bio pra-
vougli, mora da je a® + b2 = ¢ il
a*+ b =db* ~ dab + a> <« b (3b - da) = 0.

4a

Odavde je b =0 ili b = =

Prvo redenje ne odgovara zadatku (jer stranica trougla ne moZe biti 0).
3a 5

Za ¢ dobjjamo ¢ = KR Ako je a ma koji broj, brojevi a, g;a, -,5 a,

- - - - = I - b n ¥
obrazuju aritmeticki niz sa d = %— Istovremeno je a” + b = 22, §to
znadi, za svaiu vrednost broja a dobijamo jedan pravougli trougao
sa trazenom osobinom.

Ako jedna stranica trougla ima merni broj a, a razlika progresije je
d, druge dve stranice bicc a +d i g + 2d, a obim a+3d. Onda bi
moralo biti ¢ + (a + d)+ (a + dy=a+3de3a+3d=a+ 3d,
odakle je

2a=0ea =)

Takav trougan ne postoji.



- 1138,

1139,

1140,

ii41.

1142,

1143,

1144,
1145,

Ako uglove trougla oznadimo sa o ~ d,cietd, onda je
(a~d)ta+ (a+d) =180,

« z . 34+ V3

Sin(a —d)+sine +sin (o +d) = ey

[z prve jednacine sledi da je « = 607, a iz druge sledi
sin (60° — d)+ sin 60° + sin (60° + d) = ; # iﬂ—

B
Odavde sin (60° — d)+ sin (60° + ¢y = 5 ili

pin W ~d+60°+d B —d~60°~d 3
2'8in = e Il 7
odakle sledi cos d = i;l = = 30",

Uglovi trougla su 30°, 60°, 90°.

56+ (n—1)+ 2 (,z 461 }‘ = 360°.

Stedin’ = 10 an'' <0,

25 (250 —1))15+ 52100+ (n = 1) (—10) = 430,
sledi n= + 41n — 180 = 0, odakle je n’ = 4 i n<0.

[z jednatina a,, = 4,9 + 20 - 98

S, =52 +49+20-98),

sledi da je put u 21. a,, = 2009 m, a put za 21 §,, = 2160,9 m.
Ako primenimo obrazac (3), dobija sc

5 (2 49+ (n — 1)9.8) = 4410.

Odavde n = 30s.

Primenom obrasca (1), dobija se

646,8 + (n — 1) (—9,8) = 0. Odatle je n = 67 5.

Analogno prethodnom zadatku dobija se n = 160 s,

Posto je slobodan pada, = 4,9,d =98 n = 10,

Primenom obrasca (3)

Su=1 (2 49+ (10 -1)98),

odavde je S, = 490 m.
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1146,

1148,

1144,

1156,

Ako se formiraju traZene razlike, dobija se

SR+ ~f@) =0+ 1) —x? = 2y 4 1

JE+2) —fE -1 =@ +2P =~ 1) =2 +3
JE+I) ~fr+2)=@+3) - + Ay ey e,
Posto je

24 5= R UGS 88 .50y
tvrdenje je tatno!

afE+1 =f=ir-2

fE+2) = fx+1)=7,
fE+B—j+)=r+2

Da bi funkcije Cinile aritmeticki niz, mora biti

j. zahtev je ispunjen.

b) Iz jednatine 5 (4 ~ 4 + 4 - 2) = 60 sledi da jo

v = 5; progresija je 8,10, 12, ...

¢) Iz 5 (16 + (n = 1) 2) >120 sledi n* + 1 — 1200,
odavde n>8, $10 znadi da treba sabrati najmanje 9 Clanova da zbir
bude vedi od 120. '

1z jednacine :
a+m-Nd+amn—D=a+ (m+n - )d

siedi d = a, pa je traZena progresija a, 2a, 3a,....

Ako jednadine

a4 =@+ (~1)d

b=a 4 (p-1)d,

CZ{IT-F(_Q-— l)d

pomnozimo redom sa p — g, g —nin-p, paih saberemo dobi-
jemao:

ap—-qgy+blg~ ny+tem-p)=

=(a+dn -d)(p - q) + (adp — dyiq — n) + {a,+ dg ~ dy(n - p),
Fosto je izraz na destiof strani identi¢an nuli. sledi
ap=q)y+blg-—-n)+rcn-— Py =10



| & 1 4} ’
T NP S - L L ___] i . (____
ad,  ad, = kai ay) d az a3
/1 1y 4, —a @+h-1)d —a4_n-
: E(I B a_] T oaad aad T aga,

1151, a) Prema uslovu da je niz aritmeticki, imamo
a—a,=a,~a,=..=a,~a,,,=d
Ako je d =0, izraz na levoj strani relacije (1)

mozZemo napisati u obliku

Dobili smo ono $to je trebalo dobiti i dokazati.
b} Ako je

1 i 1 no—1
(2) — + LI ==
aa, aa,  ad, .0 14,

(n z3), pokaZimo da brojevi a,, a,, a, obrazuju aritmeticki
niz. Ncka je n = 3, tada je

1 1 ey +a;  2(a,+d) a, .2
-+ po il — Sl R eee St
ity .y, A, a,a,a, aaxi,  ag,
Odavde je
] ay—da, (,—4a
__1.__ - ] o e L a2 el R !

Wa, Al @, agd,  adf,  aaid;

.ty — =8y — 4y = d.
Da bi tvrdenje bilo dokazano, dovoljno je pokazati da iz (2) sle-
duje

o, —a

n LTS
Ako u (2) umesto n stavimo n — 1 in — 2, dobijamo redom

(3) - L O R TN ”:2
ey G0, Op-29p-y @14,y
1 i 1 L 1 B

aa, " aa, T aaT T Ay

(4) - -l -

Oduzimanjem (3) od (2) i (4) od (3) dobijamo redom
*4 A=t A= 2  Aa — na, + Z2a,

e — e e 2 A U - Tt ei

d,_d, a,a, Qyd,. @y ad, 14,

T

—a, (n=4).

=1

=z " '_@'_:.t_% Rk '+f_:§"2

. Ao R n-1
Bpenly_y aan—1 aja, , N
i 1 (r=2){a,_,~a)
A T T—
=17 "'n M1y
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1153,

1154,

: .[_ ‘] - (” - 2) ('ﬂu‘—;’ . ﬂn—l.)
&, aa-—1" ad, >a -1 '
Odavde sledi a,, — 41 = n—-2)(a,_,—a),

ay=a, = (n-=2)(a,,—a,),$o dovodi do jednakosti

—d,=d, ,—a, , koju je trebalo dokazati.

n=-1 M "

1152. Kakoa,, a, a,..a &ine aritmeticki niz, vaze jednakosti

=@ =a~dy=..=aqaa,-a, ; =d. Naosnovu identiteta
1__ _Ya,—Va

Vay+va T @

a analogno se dobijaju:

S
Vay + \/a, /

I _Va, - Va,

va, + Va, a
L YA, = Vi
va, + va,_, d
Sumiranjem dobijenih jednakosti dobijamo
- b o e A e ~. - = \/an".\/ai =
\/al T \/al \/(12 '}‘-\/03 \/an = k \/an L
e M4 g t(m-1d-aq -1

d (Va, + va,) Cd (Va, + v’}f;)_“ 77777777
Sto je trebalo dokazati.

Neka su traZeni brojevi a, a+d, a+2d i neka je prvi deljiv sa d, .

a=dk, lada je
afe +dya+2d) dk (dk + dy(dk + 2y Kk (k+1)(k+ 2)

b - 6d T 6
POStO su &, k+1, k+2 tri uzasiopna prirodna broja, jedan od njih
je deljiv sa 2, jedan sa 3, a njihov proizvod sa 6.

Posio je
gef2l w wlin v g
! 3 X e

tada je
racfifeed W g

EE R ERNE |



1135, a) TraZena suma se dobija ako se u identitetu : s -
1 gde je drugi Cinilac razlicit od nule i zato je

3t + 3k 4+ 1= (x + 1)’ — ¥} zameni redom 208, = =0, §.d'=Ja. Tratsni art 4
: . i . e “y —d = - 4= cay. Trazeni aritmeti¢ki niz ims ik:
= 1,2, 3, .. nidobijene jednakosti sumiraju; ¢ 5a. Ta ’ ol il lma oblik: a,, 3a,,
& * i nd I’ 1r o=

3R+ 2 +3+ ) +3(1+2+3+ . 4n) 41 = o
(41 = 1ili3S, + 38, +n=(n + 1)~ 1, glesu s, iS,su 1 1157 Datajednakost moze se transformisati ovu jednakost:
: - (a,~ay) (a, + a) + (a; — a,) (a;+a) + ...

T e

ma n brojeva prirodnog niza i suma njihovih kvadrata. :
Zamenom S, = QL—%-I-M- u postednju jednakost dobija se F @yt = ay) (g, + ay) = =7 (@i = ad) ili
i 2 + 1 S ; k 5 =
‘S.,_:fi__@ . ”ﬁ,'(-“” U. dlay+a,+a,+a, + ... +a?*):EETT(”T‘aEk)-
b) Da bismo nasli sumu kubova prvih 2 brojeva prirodnog niza, I identiteta
treba zameniti u identitetu: _ k
(1) —dk(a, +a,) =5 (42 _ al
AP o e+ 1= (x + It e 1,230 L : *T U 1 (@ %) s
Ako se sumiraju dobijene jednakost, sledi da je pa 1z jednakosti d = ay, ~ a,,_,, dobija se
S, + 65, + 48, 41 = (n + 1)} - 1. Zamenom : ; ) . -
45, + 68, + 45, 4 1 = (n + 1)* — 1. Zamenor d=ay = (a,+ (2k - 2) d), odakle je —g = f*zl_fg.
_ndDn s =+t (@n+1) B #:~ 1
5, = —y (8, = z 5 Zamenom dobijene vrednosti za —d u (1) dobija se
u posicdnju chn‘fkust siedi da je { %=1 (<) (a— a,) = ) (@ —a2) ili
. (n(n+ 1)\~ .
5,= (020 B i oon B am L
3 | 5 | T (@i — at) = 2% =7 (@i — @3,) , 310 je trebalo dokazati.
Y156, Ako se oznadi zbir prvih s Sluneva fraZenog niza sa P OTIER U opstem slutaju k-ta vrsta ima oblik
tydoan " ; ; § )
o _L‘i_,__‘}_rgﬁ_} a zbir slededik & Clspova : kk+1k+ 0 S (T R
. s % B, ) .: Ovaj niz jc aritmeticki e jea =k a, =3k =2i
- 2 - ;_ n =2k — 1, te je zbir vrste
Mebass 5o smpp T8, e : k+3k-2 . _
Nehage N8 = mp i T m, ili : S, :-i“@“m: (2k — 1)% 310 je trebalo dokazati.
st n—i)d =m : n n ' (n—1
v nd + (((k+ Iy Yk s I (1) + (3) = 2(’2’) entlO=-2)_, el

Ldatle je poste sredivanja

(Za, = dy(mik —~ 1) — nd ((k + 2) mk — 1) = 0.
Posiednji iztaz, po uslovu zadatka, ne zavisi od n, ako je koelici- E)l’llgi‘ koren odgovara zadatkuy, jer za n = 2 binomnij razvoj nema
ient uz 7 jednak nuli, 4. ' cetvrti ¢lan.

(K+2)ymk - 1=0.

Imamo n® -9y + 14 = 0, odavden =7 ilin =2,

1160. Iz (’i) + (g) =2 (’;) , posle deljenja sa

) i
Odatle jem = T Y
ik +2) n(n—-l}__{n—Z}n:B)

[zraz (1) posle zamene 7 dobija slededi oblik: : =
k41 . 4
(24, — d) Fia=0 _ sledi n* — 211 + 98 =0, odakle jen =14 ilin = 7.

©A00 | 301



1161,

1163.
1164,

1165,
1166.

1167,
1168.

1169.

T ¥ - S .
Ve +va 2\VE+vad va+vb

| L . ! g

- —
]/9_;_9. +ve va+ /55

- e e
2 (\/au-l—--w(_:_ +v2c Ya+c+ \/'ZE)

-

#

[}

_VZ (_\.{?f?f? + V2c | via — v’?.'_?E‘J x

2 a —b a-—c
_Ya-ve 1
T a-—c¢ Va + Ve
=18 5.

a) Neka jex® = y, tada je | -
v, 4y, = 3m o+ 21y, =m. Zay, >y, aritmeticki niz je
FEUER S S L 2
. ﬁ:a b ‘Jy_'f.\ V}}Tl‘: \'{1"1‘
[z osobine aritmetickog niza imamo
2y, =y =V =y = O
Iz sistemna . .
Yty =3m 2 A yy,=mt Ay =%, sledi da je

- 6
m:()mm:-—-l-g

- 17
bym=Tilim=—
ayx=3;b)x=2.
Postoje Cetiri takve progresije. Jedna od njih je 6,12, 18, 24. Odre-
diti ostale.
%05, 8,2 1 23; 20, Ve

+2,8,12, < 11 12,5, ~2; ...
: 29 17
31 2, 71 L "5’", e ‘3", T
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71, a) Zan =1, a4, ~a,-¢"' =q

1172,

1173.

1174.

1175,

84. GEOMETRIUISKI NIZ

» tvrdenje je tacno. Pretpostavimo
da obrazac vaZi na n= k, 4. a, = a,g*'. Dokazimo da je obrazac
aCanizan =k + 1, 0dnosno a,,, = ag®+H-1,

Dokaz: Prema definiciji geometrijskog niza Q. =a, - qilis ob-
zirom na pretpostavku a,,, = a g%+9-1 o je trebalo dokazati.

b)Zan=1,8 = a%}l{ = dy, (. suma od jednog ¢lana jednaka je

njemau samom. Pretpostavimo da je obrazac tatan za n = k,
g~ =1

S, = {:H:———w-.
i~ 1

DokaZimo ispravnost obrasca i za n = & + 1, odnosno

L-i_'-ri__]

S = B g
Dokaz:
N g1 aq* — a, + a gkt — a g
SL-H'*Sx*'““i—"”]é"fl"‘“”nf/k: o] =
grrl — |
T =1

Obrazac je tatan za svako n (prirodan broj).

Ovde je a; = 1,4 = 3, n = 10. Ako sc primeni obrazac (1), dobija
sedy,=1"23"= 19683.
an’

Kakojea, = a g’ tojeg® = -(TI- = 1024, odakle je

L
g = V1024 =4.

Kako je a, = ag ', to ¢emo, kad zamenimo poznate velicine, do-
biti jednacinu 4096 = 1 - 21, Zadatak se sveo na reSavanjc ove
jednacine (eksponencijalne). Broj 4096 rastavimo na Cinioce kao
22 Prema tome, gornja jednacina se svodi na eksponencijalnu
jednadinu 21 = 27-1.¢jje su osnova i leve i desne strane jednake,
pacebiti 12 = n — 1. Odatle je n = 13.
Ako se primeni obrazac (2), dobija se

210
Sy = }—%ﬁTll =3-2Y%-1) =3(1024 - 1) = 3069.

10—
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1176. Primenom obrasca (2), dobija se
8190 = a,—L%;_:fD—, odakle je a, = 2.
1177, 16400 = 2 &1 32800 =5 37 - 1),
6560 = 31 = 13 = 6561 @3 =3 en=8 |
1178. Ako date velitine zameninio u obrascima (1) 1 (2), dobije s¢ sistem
jednadina:

(2" il ;
gy P 11z WA T3

Iz prve jednacine Ce biti
112 _ 112 _ 224
hESS T

Ako se ova vrednost zameni u drugu jednacinu, dobice se

224 224 224
-52;- @ - 1) = 217,224 - 5= =217, 55
odakle je 27=32, 2" =2, n = 3. Dalje je

224 _ 224 _
(Il = —,ZTx —E§'—' = /.

1179. g = 8.
1180, 1,3,9, 27,5 1l =3, 9, 27~
1181, lzsistema a,g' — a, = 15, a,¢° = 6sledi

i J : B e .
a, {(g* — I._)_._ g i-? zaa, #0,q #1; fl_j-_l. = ilizg* -5 —2= 4,

aq(g*—1) 0 q ,

takle je ¢’ = =, q" = 2.

odakle je ¢' = 3 q

Odgovarajuca reSenja za g, sua', = —1l6ia”’, = 1.

Nizovi koji zadovoljavaju postavijeni uslov su

HE B, T, e § 12 B
1182, 3,6,12, 24, ..

2 .. ) .

1183. a)1,2,4,8, .., by 50, 10, 2, g— .y 111 2, 10, 50, 250 ..
( s 1
¢ya'y=5ia", =1280,q9' = £4ilig"” = x5

1184, lzsistema a, +ag +a¢t =112 nag® +ag' +ag’ =14

; 1.
proizlazi da je ¢ = 5 14, = 64.
304

S e

T e 3

LI8S, 1z sistema
ay—ag =36 A ag® —a,g° =4 sledi da postavljeni uslov zadovo-
ljava progresiju 54, 18, 6, 2 ili 27, -9, 3, —1.

e, Gt 1 Gtasta, 1

Ca g tasFag ¢asta+a, ¢

1187. Neka sua, b ic merni brojevi stranica pravouglog trougla, tako da
jea < b < c. Ako ovi dine progresiju, mora biti 5* = ac. Posto je
trougao pravougli, a*+b* = ¢, Ako se iz ove dve jednadine izrazi b
ic ufunkeiji od a, dobija sc

= SVI(HV5) o= § (1 +V5).

Stranice pravouglog trougla obrazuju geometrijski niz

a, 5V2(1+V3) ,5V2(1 + 3y,

W 1+V3)
kod koga je kolitnik g = ‘/—2_(-—;— ;
1188. Obrazuju i to: a, a* a’.
1189. 9, 12, 16.
1190. 18,6, 2.
343 e
1191 Iz sistema 3 = 576 o 9 YEXTG _ 50

sledi da je .
a=9qg= % Osnovne ivice su 9112, visina 16, a P = 780 m2.

L192. [z prve dve jednacine dobije se

a,q’ (> — 1) = 216 A a, (¢* — 1) = 8. Odalle jeq=3,a,=1. Za-
menom u treu jednadinu dobide se

40 = 9:-2"—1, a odavde 3" = 81, n = 4.

1193. g = + 8, S, = 10043 ili 10925,
1194. a, = 5, a, = 320,

1195. g =3,n = 7.

1196. a, = —486,n = 6.

1197. a, = 1,9 = 2,n = 10.

1198. a=~2,g=%2 pn=6

305
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1199. a + ag + ag* + ag® = 9750

1200,

1201,

1202.

1204,

1206.
1207,

1208.

4¢P ~a _19
ag*—aq = 6

Iz druge jednacine, za a0, dobija se -4~ 1 _ 22
q{-1) ~ 6

zag#1, g_w_qu_il_ - 1—69 Zatim 64 — 13¢ + 6 = (),

2

odakle je g = % ili 5, a = 1200.

Trazeni delovi su: 1200, 1800, 2700, 4050,

a) Iz sistema: a (1 + ¢%) = 65 A a*q® = 64 eliminacijom ¢ dobija-
mo jednadinu a? - 63a + 64 = 0, odakle jea=6411. Zagse
dobije g = %—iz. Rastuca progresija je: 1, 2, 4, 8, 16, ...

D) 1-¢gn1=1024, 21 =210 g — { = 10, n = 11, 1024 je 11. ¢lan
niza, :

[z sistema:

a+aq +aq’ =57 Aag = % (a + ag?) < y i

aq(l +q+q-‘):57/\a(6q3—13q+6)=0.

Iz druge jednacine, za a = 0, 69* — 13¢ + 6 = 0, odakle je
g=7ili2

Zamenom u prvu jednadinu g = 12 ili 27.
TraZeni brojevi su 12, 18, 27.

Iz sistema jednacina: &
a+taq+aqg’=17Aa*+ a%g* + a’g' = 21 imamo
a(l+q+q’) =7 A a* (1+g+q¢?) - g4y} =2,
odakle su trazeni brojevi: 1, 2 i 4.

Koristiti osobine geometrijske progresije

b ot e, o= b, bo = ad, |

= L St S, (1, PRI WS | 2ol )
P =a, agq - a, - q*..ag" P, = gigt+i+etn = alg

1411 423.
b’ —a’
S? == b‘”ﬂ .
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1209,

1210,
1212,

1213.
1214.

1215,
1216.

1217,

L218.

1219.

ﬂ.-ﬁt-\/—ﬁ.l.l_l/@l.ﬁ b
PebiYa’b’b VaraVags
4, 16, 64, 156, 1024.

189.

_bmﬂ T __Q ¥ B
S,= 2= (( 2 1)
_ac—b*
B ae

9 81
» m"

: 37,14, 28.

P 59049
» 1007 % = 100000

256 _ 1048576
100,80, 6475 91 = ~grs

J J.

S, = 3——;:11 s, = gdyt... 0 paje

fi_’_fl_l_ = 1+g+¢* + ... + ¢"~, odakle je
q"-‘.

q" = 1= (q—]) (1+q+q2 F oy qnﬁj).
Zan=2, ¢ —1=(g-1)(1+gq);
zan =3, ¢ —1=(g-1)(1+q+g%);

zan=4, gt—1=(g—1) (14g+g*+¢*) itd.
S, = a:}—_—;ﬂ ilisS, =a"7' +a~%h + g3 + ... +b"3, odakle je
{I:I:;}_n = g2 4 an-lb s an-—%? 4.k b”_l,[i.
Car=b= (a-b)ar'+avh + a4+ L+ b)),
Zan = 2 dobija se a* — b* = (a—b)(a+b),
zan =3,a-b= (a=b)(a*+ ab + b?) itd.
o 1 T l _ T, R 1
Sy = al%{_—l’ S, = am-‘iq_—l, S3 =Gy, g—1"
a (@ = 1) =1
—— q e
-& = —q—_ l——— == q”; 83 = "'_,(11_ =] qri
S‘l al(qﬂ-.—]_) :SrZ_ a nqﬁ
Tg-1 =T



12240,

1222,

1223,

1224.

1225,

AKO trazene brojeve oznacimo (@ Ovt obrazuju geometrijski niz) sa
@, aq iaq*, brojevi Koji obrazuju aritmeticks niz su g + Lag+6i
aq + 3. Iz postavljenih uslova u zadatku sledi sistem

a+aq +aq*=26A 2aq + 6) = (@ + 1) + (ag* + 3),

odakle jea = 2,4 = 3.

Geometrijski niz je 2, 6, 18, a aritmeticki 341221

- Koristedi osobine aritmetickog i geometrijskog niza i postavijeni

uslov zadatka, dobija se sistem:

(@+d=T7)* = (a-2) (a+2d - 9) A (-2 = 9=

(a+d = 7) (a+3d - 5) .

Aritmeticki niz: 5, 13, 21,29, a geometrijski niz:

3.6 1, 24,

Iz sistema:

2 {ag+6) = (a+35) + (ag* + 9) A2 (aq*+9) = (aq+6) + (aq*+-15)
3

dobijase a=8iqg = 7> odakle je geometrijski niz: -8, ~12, 18, -27;
a aritmeticki niz: -3, -6, -9, ~12,

a) lzsistema:

a+ (a+d)+ (a+2d) =3k A (a +d + -':gJ =a (a + 2d + k) sle-
di

~3

a= :;.3,’(, d = %k, pa je aritmeticki niz ‘%k, K, Sk '
;12
a geometrijski niz 3‘;” %An li,:f(
by.n= 5

Iz jednacine (a+3d)* =a (a+24d) sledid = 2a.

Aritmeticki niz je a; 3a; 5a; Ta; - & geometrijski niz je a; 3a; Sa; 7a;...
Geometrijski niz je: g, ag i ag®. Za aritmeticki niz a,=a,a,=aqi
a, = ag’. Odakle je

d-—-al—~a,=a(q~1)i6a:a?—a,xa(q3~—l). 3

Ako se eliminiSe d, dobijase > — 1 = 6 (g—1), za a=0. Iz ove jed-
nadine jeq' == 5ilig"” = 1.

Jednatina a + ag + ag* = 93 daje odgovarajuca reSenja a' =3 i
a'’ =31. Brojevi su 3; 15; 75; ili 31:31: 31.
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1226.

1228,

1229,

1230.

1231.

-Analogno Kao u pretnodnom zagatku:

3d =a(g-1) A 24d = a (g° — 1) Dobija se jednadina
¢° = 8¢ + 7= 0, za a=0. Odakle je gh=7, g =1
Iz jednadine a — ag + ag* = 114 sledia’ =2 i o'’ = 38,

Trazeni brojevi su 2, 14, 98, il 38, 38, 38.

. Ako a, b, ¢ tinc aritmeticki, a x, y i z geometrijski niz, tada je

b = E%E, 4y° =a2,

Zamenom ove vrednosti u datu jednakost dobija se
Fa i (.x;é)%“’”‘” T

.\'ig:li * 15:;«; : zgggl . z@_}-l =1,

e o Ty

Resenje sistema

atd=14Ab+c=12AP=acAb+d=2

daje trazene brojeve

; .. 285 15 Qg
d=2.b=4c=8id=12ili —'2?-,—121%,;
lz sistema

— e & P g
g — Ay iy = 0, =8 < W -
Oy — 05 =0 0, 3 0 A. e =

sledi 0, = 2 0, = ;‘a P2 =20y =2/2.Tra

Zeni brojevi su:

a = V2 {cos 0° + i sin 0%), b=2 (cos-’% +isin %) ;
¢ =2v2 (cos f; + z'sin%r-), d=4 (cos,f,;E +isin 3.?,’)

+a) . )
a) x= —Uh—,—q-L 1Zuslovars1. Ako je g= 1, zadatak je neodreden.

b) d =q (1—4?) , aritmeticki niz je rastuci ako je

i < g < 1. Tada je-;: Tx w2

5 8 ;
Poseban slucaj: x = pd=50a==

Ncka su traZeni brojevi a; ag; ag’ ag’. Iz postavljeno g uslova je:

loga + logag + loga + logag = logag® = 18

Alogya -+ logyg ~ log,a = 1, odakle je g=3. Ako se zameni g u

prvoj i izvrse naznadene operacije, sledi log, g =
Brojevi sa postaviienim osobinama su: 27,81, 24

o i e
3; 729



as _a, a, a, : ; . . . s
1232. Polazedi od uslova a_ = a;' =om= L= E"i" s, Stepenovanjem leve i desne strane jednacine (1) sa % sledi
1 3 6 -1 &
&, i, F i, ' 3
" i . P f n =g. £ i niu 1y Sﬂ
lako se dobija da je Gtk K, q ‘: ang- = (?) .

1233. Ako se podele jednakosti a,, = ag™'i te je na osnovu (2), traZeni proizvod

a, =ag" ", sledi dcx]eT g ilig = \/ ,aa, = ‘/ T (5})%

Bt a la?.ai..an =

Zamenomgia, u Obrazaca, = agr~'sledi da je: a, = \/;_m .
1238. Koristiti se osobinom a,a, = 122, n = 5.

. : 10— 10° =1 10 -1 !
1234. Posoje: 1 = 9 , 1% = g g 1239. 4,8,16,i 16, 8, 4.
Sumiranjem se dobija: ; 1240. 2,4, 8, 16.
S, = 5 (104+10° + 10° + ... + 10 = n) ,__( L Lt mn). 1241 2,5,8,11.
1235. Ako pomnoZimo obe strane jednakosti (1) sa x, dobija se: f 1242. 2.4,6,8.
(2) xS, =x+ 2+ 33 + ' + L+ (n+1) L, 1243, 17, 14, 11,
Oduzimanjem (2) od (1) sledi da je: : 1244. S, = 100.
X = 1) S, = =1 (I+x+2® +x* + . — 2 + (n+1) xmt, 1245. Nekajea, = V2, a, = 3, a,=35+v2,ili
odakle je ay+(m-1)d =v2,a, + (k=1)d = 3,
(r+1)an*l gl ] | o TR s :
Spsr = —tp— =T a+@pp=10)d=35+ V7.
1236. Ako je niz geometrijski, tada je: Eliminacijom a, i d iz poslednje tri jednacine dobija se
> 3y D o | | L ST e I 8 - 3\/— k‘—.ﬂl
P txigt+ g+ g gl g = —s = ok
= (g +x3¢> + .. + xig¥ ) li Ova jednakost je nemoguca, jer je leva strana iracionalna, a desna
s 2 12 _ 2 racionalna.
Ll O < et WOOWEY ol ._ ~
| ' 72 U & i s g I TN 111 12-1 1
q { 1247. Kakojez =~—=1=-2 z=2"2_;_ 1
. 6 6 6’12 12 12
odakle je ; :
) 3 ( .« itd ..., onda je
TN el & grt -1 . i .
54 ( g=1 ) "‘q( g=1 ff 5~=”‘§(“%)'
7 1 pe=2 ﬂ g+ gt L i o | Sn -
1287, 8l LT ot PR s, i o ) —— I 1248, 2,6,18ili 18,6, 2.
aig"” g . :
il B 1250, Iz sistema

G=a;,+(-1)d A a, =a+ (k—1)d

: 4, =a(m-1)d A a, = a, + (n—1)d lako se dobija da je
(2) aaa,..a, = agT (zadatak 1206). 4 =@ = (I-k)d,

310 . -
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1251.

1252.
1254,
1285

1259.
1260.

1261.

1262,

1263,

1264.

1265.

1266.

(1) a,~a=(@m-)d a, - a, = (n—m)d.
Na osnovu pretpostavke zadatka, imamo a, = a4,
@)
Iz (1) i (2) lako sc¢ dobija da je
(m = )%= (k=1 (m—n).
.75 45

F = G
4y =q q,0, =a,4,a4;=qa, *a

L

12 3

ﬂ,- Dy ID, 2{}. I T, —21—, -4—, :1—
3, 15,45, 751 80, 40, 20, 0.

81 = 190,
N
q = j
18, 24, 32.
Geometrijski niz: 2, 6, 8, ...
Aritmeticki niz: -3, 0, 3, ...
2 ; 299 8 —v299 .

a)-i, 1,5 t obrnuto; b) G ,\/u 1}2, -1, —15————-{:—?- 1 obrnuto,

3 5 B
x=101ilix = 0, 1. U oba slutaja progresija je 1, 5, 25, ..., pa je

— - 59
a, =a,,=>5.

a) Ako su stranice trougla a, b =aq, ¢ = aq®, koriste¢i uslov
lb—a | <c<b + g, dobije se traZeni uslov.
1 + V3
b) g = s

a)x = 1, niz: 8,22, 36, ...;

b)x =5 Vx, = —95 nizovi su: 10, 20, 40, ... ili ~90, 120, ~160), ...
Aritmeti¢ki niz: 20, 185, 10, 5.

Geometrijski niz: 3, 6, 12, 24.

A58, 565:3,6,12,... ili

2579 83 .
A5, 2 2 G

S

EpmE T

1267,

1268.

1269.
1270.
1271.

1272,

[2723,

1274, x

1275,
1276.

i277.
1278.
1279,

1280.
1281,
1282,

X,=C+n

G :7,21,63,..1li63,21,7, ..
A 132,48, 64, . ili 88, 48,8, .

a,= 5103 ilia, = .

8.5. DIFERENCNE JEDNACHNE
Smenom x, = ¢ dobi jamo karakteristicnu jedpadiry date diferen-
enc jednacine 1t — 5 = 0. Njeno refenje jof = 5.
Opste resenje date diferencne jednadine Je x, = <57 i predstavlja
geometrijski niz sa prvim &lanom C, i koli¢nikom 5.
el < 30
X, =Cy (1)
Primedba.  Partikularno resenje diferencne jednadine dobija se iz
opsteg refenja izraCunavanjem proizvoljnih konstanti C,, €, ... iz
zadatih pocetnih uslova. Opste resenje je
L=C -%ax =1 C = 5+ pa je partikularno reSenje x, = 21,

LEC P

i L

A0
v =C, (ﬁ_l_-!—r\/?) i (—-1—1\/3] .

S
X, = C (1 + 20y + C, (1 — 20y,
Primedba. Ako karakteristitna jednacina diferencne jednacine ima
dvostruko refenje ¢, = 1, = ¢, tada Je njeno opste relenje
X, = (Cy + n- C,)r" A ako je resenje trostruko, opste resenje ima
oblik x, = (C, + n-C, + n?Cy)r
Za datu jednatinu, = r, = 3, pa je njeno opste resenje
X, =G Fol =3

%, = Cy (V3 + C, (=1V3 ),
X =C -2+ C -3+ G g,

L= C + G (=1 + C, {(=2)
X, =C =i+ C, (—iy + G

L Cy 274 Cy (=2),
%, = (C) 4 nCy) (=4 + €, (=2)



1283. x, = (C, + nC, + n2C,) 2~.
1284. x, = C, + nC, + n’C,.
1285- I” = (CI + fIC: + HZC3) ("'1)”

1286. Opste resenje je a, = Cy- 2"+C, - 37, a partikularno
nn =5 ._2n — 3:!{-1' ’

1287. a, = 3.

1288. x, =n - 2~

1289, x, =27 + 31 — 4,
1290, x, = 2" + 1.
1291, x, =27 — 1,

1292. Posto jednacina x* — 6x + 9 = 0 ima dvostruki koren, smenom

a, =b, + na dobija se
bni-l = 6I‘JJH-I i gbn —da=- 4

Izratunati o tako daje -4 o = —4,ili & = 1. OpSta resenja su

b, = (Ci-+ nCy)3"%a =n+ (C; +nCy)3a partikularno
a,=n+ (1-n) 3~

1293. Nekajea, = b, + a, tada je

brusy = 5byy+ 6b, + & — 5 a + 6 = 4. Odredimo a tako da je

a—5a+6a:4¢a=2,-tadaje
b,s2 = 5b,,, + 6b, = 0, odavde sledi da je
a,=C 2"+ C, -3 +2

8.6. GRANICNA VREDNOST BESKON}}C‘NOG NIZA

1294.a) n,(¢) =+ — L; b, (&) = %] /1ze€+'_‘17 ;

(o) =55 ) ny () = ==
£

1295. 4 = % b) mo(e) = 124,
1296. Uputstvo. Opsti tlan napisi u obliku
;17(1+2+...+n) itd.

. 1 1 ,
d)a=7;b)nﬂ(e)=2—€=5000._
. 314

1297.

1298.
1299.

1300.

1301.

ny (€) = % -2

ayn, =8  b)n,=98  cyn,=998  dyn,=9998.
)5, L 9y 9z g5 N3 g-3
ny = 2777.

a= %, ny = 24, -

a,=1- 1;a=]_,n.3=4.

1302. a = g, O

1303.

1304,
1305,

Iskoristiemo poznatu jednakost E -

n -+

2 1\* _
lim (I+H) =e.

: : 3_ 1. .
Grani¢na vrednost datog niza smenom 7 =y MoZe se transformi-

sati postupno.

3\" 1 1"y’
i - — i —_— "=l — — 3
PJI.E (1 + n) : }!lﬂl\'{: (1 +h) !El*n; ((1 + h) ) £,

a) ¢l b)) d)c e)e S f) -2 g) 3.

Uodimo razliku :I{ a, - a,= (%f + % + ...+ fﬂ) -
-2 1

1.2 ny\ . e 24 2 3
(§+§5+...+§),1h:-—3—an——§+(35—?)+(§5-§?—)+...

n-1: B n
+.( 3 —3—,,) +3—n:!-, odavde

7 +1 & el
3 3

8. H.% 1 no_ n
(1) _3-{2"-_'—(3-+§§+...+§;J+ =S5 +
Zbir §,, u zagradi je zbir geometrijskog niza, pa je

1 1,
S,=5[1-5] .

Tada (1) postaje
2 1 EY i 3 1 :
“#u=—z@‘iﬂ+i%f*%*z“‘zﬂzz%wpﬂ°

. i 3 1 i 3
jﬂ%=ﬂﬂﬂbﬁﬂ§iﬂ"w



1309. 2, =5 -5 _ =

1310. Kakoje a, =S

1306. lim 4, =é

By

1307. Ako 'je a, =r" tada data rekurentna formula svodi se na diferen-

cnu jednacinu
r=prtld et e 22— 1=,

odakle nalazimo r, = — %, r,=1.

) B i _1H n L i
Pajea, = Z) ilia, =1,
Opste reSenje diferencne jednacine je

anxC1 (— %—) +i5 < 1%

n

Zan = 0, odnosno n= 1 dobijemo sistem
1

Cl+C2‘=a{\_ —5C +C,=b,paje ;
Z a+2b
.‘C1=§(a—b_),C3= % &
Grani¢na vrednost niza lima, = 2 -;215:

P

Dakle q,=%%20 |, . .\ 2(a-8)
4= 4 (-1 fas

3
1308. a) lima, = lim{n? + vipi — 6y =

[ {n wwe-

SESEY) A
2n__ 2(n-1) _ 6
TnA3 T =D 43T D) (aea)”

Niz je ograniten: 0 < g < —%, pa je lima, = 0, tj. konvergira.

_1-3 g3t

n—1 3

2 i 3!: 2 v 3n-] 3n

=~ §

n

OpSti ¢lan niza je-eksponencijalna funkcija, §to znadi da je geome-

“trijski. Niz ie monotono rastuci, ogranicen, — 5 < g < 0.

3—-
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B1L. a) a,=8,~8 _ =19 - 99 Opsti ¢lan je linearna funkcija od »,

1313

1314,

1315,

" 1316.
1317,

1318.
1319,

pa je niz aritmeticki:
4 =-=80,d =19

t) Iz jednaéine A4y = 25, sledi samo jedno celo pozitivno resenje
n = 10. : . '

1312. a)q, = T}T niz konvergira,
N o

n-w new 4+ Sn ,,..:,;4

b) S = lim 8, = lim>*' =5 _ ;.5 (1 N l) =3
5 4.
4

~a)a, =_"; b)S = 4.
)"-2!1 ) 4

Posto je

ay = a, + a,,

QG =a+a,+a,= 2a,,
ds=a;+a,+a;+a, =24,

Gy =a,+a,+a,+ .. + Ayt a, =2, ,
Proizlazi da je niz a,, Ay Qg s @, ... geometrijski sa koli¢nikom g=2,
Ay =aygsili512 = q, ' hdeg, =) ‘ '
Kako je a, = a, + a,, a Clanovi niza su celj Pozitivni brojevi, to iz
Qtay=22q=9,=1 - '
a4y =agq' =2 - 21 = 4096,

’

8.7. BESKONACNI RED

Yamigefoat 1 s
; 1 1+-’§
b)S =21, ¢) =L‘~2’3’;_d) B e

a,=_10,q=-.-§_ ili a, =15, q:-—%_

20 =2 (ag + dg? + agi+..) = 2% sledi g = ]

9=73
3 . 5 5 _
% 5 3¢z o ‘2@- 3 |
Leva i desna strana- date jednakosti predstavljaju geometrijske
Opadajuce redove. Posle njihovog Sumiranja slédi da je -
a)2=2b)3=3 - . '
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I ' 1 _E
; | - . SN <) 8 = et
'a)S:l—cosx’b)S_1+sinx’_<’)s T—1gx )_ (2x—4)
e) Dati red se moZe napisati u obliku

X (142x)

x+2¥+2° +,..) +202+x+..), odavde § = —p—7]
vk B3 4 —3¢
=t WP Fize

. 2x

6 6 =2 davdeje a =2iq ==~

1321. a)5=3_2‘£= ol __QE’O vde j .3

J 1= 7 1 3
Geometrijski niz ¢iji dati zbir S glasi
de &7 168 -
24 =+t t . ;
b) 3_x=1+§+ 9+27+.,-

=1 —2r 4 de - 80+ 160 —
C) 1+-2x*-'1 2x + dx &x
w1
0 1+4x
63 ., 63 aren B3 63 B3,
2. 63+2 482280 e -Frm-F

=]1—x—=x2—x+xI— ..

1323. a) Datiizraz moZe se napisatiu 01_:;liku:
1. 2

SR, et |
3%.5%.3%.5116=3'~+2~+ i

1 14,.,+—l- 3 i
5TV 2 VA, jer je:

i : 1 ! +—~—1 B s =.—2—,
lim §+?+§5‘+"' Pz : 3
) 1 1 1 % _ 1,

b2

dvaj razlomak moZemo predstaviti kao zbir ¢lanova jednog besko-

nacno opadajuéeg geometrijskog reda, i to ovako:

7 i 7
0,97 =07 + 005 D0 .+ 10t 100 + 1000 +

1324.

T | : i
Koli¢nik ove progresije je g = y @ pIvi Clan je a = 15

7 7 :
0 _T0_7 "
s=—2 =2 =4 odavde 0,777... = 5
‘ -7 10

318
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1325. Dati razlomak se moze, napisati i ovako:

0,3444... = 0,3 + 0,04 + 0,004 + 0,0004+.ili

o 3 4 4 4
0:3444... = 5.+ 100 * To00 * 10000 t -

Geometrjski red u zagradi ima kolicnikq = -, a prvi tlan a = o5
=B bt e e 100 4
pa Ce prema obrascu S = -7 zbir biti § = g = gpp @ vrednost
10
a1 3 . 4 31
razlomka 0,3444 = 10t 30 = 90+
3 71, z 817 142 1
1326. 3.) 9 b) 269—, C) Tg 3 d) l-l“ggg -G) g‘z—g, f) 7

1327.

a) Opsti ¢lan reda moe se rastaviti na dva prosta razlomka u cbliku

1 1 1

Ako se gv

¢ vrednosti sumiraju, dobija se da je suma prvih n ¢la-
nova reda

1
% =Y T n+1

Ako broj ¢lanova neogranifeno raste, tada je

u ET 1 _ _
lim §, = lim 1—-n+1) =1=S8.

"o n s

Sumaredaje S = 1,

b) Analogno prethodnom zadatku

H( 44 e o)

1 1— 1 :
2 2n+1
T
=5
L, _3 )
319



1328, Stranica prvog trougla ABC je a, neka je a, stranica drugog trou-

1329,

V/'E' -
r]-_.-a—l—-. Odatle Jf_’, a1=2r1\/§; a kako je amr\/—i, to e

glaAB,Cy; astranica trougla 4BC itd. (sl. 4 ).

Stranica drugog trougla je a.] = —g-, tre€eg a, = i—, itd. Obimi tih
trouglova su O, = 3a; O, = 3’25; O, = %a— itd.
34 3a , .
akoie 222 1.0, T 1
Kako je 0, 3% =% 0," 37 onda ¢e obimi svih trouglo-
2
va da obrazuju geometrijski red: 3a; %{J; %a.; .+ Ciji je prvi ¢lan 3a,

a kolinik ¢ = ~21-
Prema tome, zbir S = 34 7= 6a. Povr$ine tih trouglova su
. 1 .
2

ay. .
V3 - (7 T L L 2
PI‘-:('Z-—- Pz—*‘:l.—'_\/j—-"fg Vrgn,_ P3—-m \/jl!d

Kako je ;i; = ;1 = %, to e povisine ovih trouglova obrazovati
1 2 .
geometrijski konvergentni red:
av3 a3 a3
4 16 64

Zbir povrsina svih trouglova’je:

av3. aw3

4 4. _ a3
=gt

s
I 3

Slika 44

Neka su ry, 7, ... polupretnici kruZnica a a;, @, a; ... stranice
trouglov%sl, 45.) Polupreénik opisane kruZnice oko prvog trougla -

jer = a13 » odakle je a; = r V3, a polupre¢nik upisane kruZnice je

6

W3 =23 ilir, = 5.

1320 -

33 + _Lr;’j + 3rv3

Na taj na¢in smo dobili polupreénik druge kruznice. Ako prime-
nimo na drugu i trecu kruZnicu i drugi i tre¢i trougao isti postu-
pak, dobija se: ]

rv3 r. 3 r.

a, = T’ ry= :l*; (13—4~—-; Iy = *8-
Obimi i povrine trouglova su:

‘ Ol=3a1=3rw/3';02=3az=_3_r§:‘1;03=3a3=3r::§,...
p @3 _ (WINE 33

VR ST L T

P a3 3p2y3 '

e T

P'_agﬁ_mﬂﬂ'

3T 4 T T g

5 Og O:I._IP; P3 1
Kako je -67—5:—7,—:=—=],

a

onda ¢e obimi obrazovati geometrijski beskonacni konvergentni red.

g o
a povrsine
33 | 33 3N§+-...

4 ‘16 64
TraZeni zbirovi su

[
h .

48

33 ]
1 —

§=

="

=6r/3;, S=
' 4

1

b =

B

Obimi kruZnica i povriine krugova' su
Ol=2m;02=2%x=m;03=2 . %;ﬂ:=rirE
necR o FH P
Pi=rm; P,= =i Py= g
o, Py 1.8 P g
Poﬁto;eﬁl = -5; —-—--2-1.-’_5"1- = P‘; =%
odgovaraju¢i geometrijski redovi su



3 . I COs o 2 -
S 2 e, 1334. Iz jednacine — — — — =
Zbir obima svih kruZnica je S = rﬂl = 4T} 3 ) T—cosia. 1—-cosle — 3
2 sledi da je cos a = %@a = 60°. TraZeni-zbir je S = 2.
bi m§'m s rre _4rw :
a zbir povriina S = = - . 2 2 2
P T 1835, 3093 0N80T - e
4 y! 8 32
3a*n | 9atm.  27axm s
1330. Stranice kvadrata su a, \f“ 2‘} ~ e T g7t = 3ar.
‘ i 'h kvadrata je 24/ 2
Zbir povr%;r}a svi . J » SR 1336, © f 3 3:.11(;/? 5 9a6;/'3' b =avE
g_a+7+4+8+ :1—1_-«-“{]',32![0,
- 3 3 3 T
s 24.5; _13_37.a3+“f+ B e B 92;”[3 ,
5_4a+4 +2d+ =t .. =—7 =42+ V2)a V27 .
V2 V2 -5 a’n +a:m/_+a3::+ ang9+v"']
& i § o N 162 26
1331. TraZenc povrdine obrazuju geometrijski konvergentni niz it n D 1 Len @9+ v3) .
ey, BB, ")f’g«“f - 6 54 152 T 52 :
Za zbir povriina se dobija S = or ‘""’] = 8. 1338. Poluprecnici krugova su
| S y - acosa ,— @acosa 1-§ina
'"1+sina’?” T+sina 1+sina
av2 a av2

1332. 1° Stranice kvadrata su a, R

¢

r3=

- b
a Cos o (1——51na)

I+sina |1+sina
7bir obima
i obios : » Zbir obima krugova je
S=d4a+2aVZ+2a+avl +..= ﬁ*ula(7+\f_), O=2amcosa 1 =sina -1—sina+ _ ¢
o ] “T+sina I+sima ~ Ttsime @ | TATBe

almcosta

) . az 2 az_ T at % 3
a zbir povisina § = a* 4+ 5+ + g+.. Sl e 24", 4sina

- | ; n=1 8
" i 1
i 162 (é) > (2‘) = (7) = 9

iR
1333. Koli¢nik progre‘u}e jeq=an_-="75"

Zbir povrSina svih krugova je P =
1339. Posto je dati red geometrijski, konvergentan je ako

| g | <1, ovde je taj uslov ispunjen, j. I <1,

.
il
Zbir reda je 7 zax = ~1.

Primenom obrasca za konvergentni beskonacni genmetrijski red
dobija se

4 ig=_2a

- A=AE

1340, x € (—-21*,-}-00) Xx=26

odatlea=2(2 - V2). 1341.3:@(% )'x=%.
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8.8. SLOZENI INTERESNI RACUN

1342. Zan =1, K, = K(l + —1%] =K+ —{% obrazac je talan jer je in-

- inu K2
teres za jednu godinu 100°

Iz pretpostavke da obrazac vaZi za n=k tj.

Ksz(1+

k
—1%5) treba dokazatidavaZiizan=k + 1

= L k+1
K= K1+

L k+1
= K(l + 100)

1343,

1344.

1345,

1346.

Dokaz: Suma K, naraste za godinu dana uz p% na vrednost

Ry . N FAg TR AW
Kk+,_Kk+m..Kk(1+—1Pm) _K(1+wo] (1+100)“

Obrazac je tatan za svako n prirodan broj.

Posto je K = 500 000 din., n = 2,5 god., g = 1+ %% = 1,065

tada je K, = 500 000 - 1,065% ili-

log K, ; = log 500 000 + 2,51081,065 = 5,69897 + 0,06837 = 5,76737 _

odakle je K, ; = 585 250 din.

. % ,
Kn =992 240 dil‘l, H= 15,1? =1,05t0 je o _;_: i 992°240
91 1,058

logaritmovanjem dobijamo
log K = log 992 240 — 15 log 1,05 = 5,67877 odakle je
K = 477270 din. :

U obrascu K, = Kg" zamenom K, = 770 960, K = 437 400 i
q = 1,065 dobija se 770 960 = 437 400 - 1,066
Preko logaritmovanja imamo log 770 960 = log 437 400 + n log 1,065
odakle je n
n = 10877960 — log 437400 _ 0,24615 _ ¢

v log 1,065 T 0,02735 T
Zamenom datih vrednosti u obrascu K, = Kg* dobijamo
466 350 = 362 5007". Ako se logaritmuje

324

log 466 350 = log 362 500 + 4 log g ili
logg = log 466 350 -; log 362 500

= 0,02735

Odakle je g = 1,065.

Iz jednadine g = 1 + igﬁ sledi da je p = 6, 5%.
“U ovom slucaju je k = 4 000 000,n = 10,p = 4. Na kraju. prve go-
dine K se smanjuje za %5 tako da ostaje

i)

KI=K—K—1€)§=K(I

na kraju druge godine se K, smanjuje za_% i ostaje

o - : 2
Kz =K, (1 - T!Eﬁ) " K(l - 'I'%) na kraju n-te godine dobija se

1348.

1349.

e

Stoga je K, = 4 000 000 - 0,96% = 1767 900 din.

U ovom slucaju imamo 2K = Kg™ ili 2 = 1,035 odakle logarit-.

movanjem nalazimo 2n = l ofg? 6235 = 20,15.

ili n =10 godina i 27 dana.

U ovom slucaju je K = 297 80b, P =353, n=8,1te ¢e primenom

obrasca K, = Kg", posle 8 godina broj stanovnika u tom gradu biti
K, = 297 800 - 1,0557 = 457 000.

1350.

, 1351,

1352,
1353,

1354,

1355,

1356,

204540 m®,

23 god. 13 dana.

P =45%,38000m>,

20 godina.

5,076 %.

4,1528 %, , -
52 %. . e
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-1357. Uovom primeruje K, = Kg*, gde jeg = 1 — 3%

K, = %K, n = 5, odakle je p = 9,7%.

1358. a) 121 550 din. b) 122 010 dinara.
1359. U ovom slucaju je

2,

" s ZN otngs
KH—K(I+—1%G) K, K(1+ZUO) 0dnos

K,,:Kn’:(l +1J'—6A:) :(1 +§%ﬁ).

Pokazuje da je za ulagata korisnije polugodiSnje obraunavanje.

1360. U ovom primeru je -

KH=K(1+—2JE%) iK,,‘:K(] +'2E0T)*) posto je

' " ok(re 2"
K(l + -]%ﬁ) = K(l - 200)
Izlazi da je p' = 20 (V100+p — 10).
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IX.GLAVA

9. KOMPLEKSNI BROJEVI

9:2. TRIGONOMETRIJSKI OBLIK. KOMPLEKSNOG BROJA

13 19

1361. R, (2) = 1355 L (2)_ 100"

10 2

169’ 1, @)=~ 169° |z] =33

1363, f(3+2() =29 — 8i; f(3—2i) =29 + 8.

1364. [ (2+3i) = 0, f(~—2+i) =0,

1365. Zan=2iz=1+1i 24+22=0, 2 -2 =4
Zan=2iz =12+, Z47=6, Z2+7=8i;
Zan=31iz=1+.1, ;3+E'-"=—4 P = 4utd

1362. R (z) =

1366, a) 3i; b) =S+ 54
1367. Iskoristiti dajez =x+iy a w = a + bi.
1368. a)z —3-5i;  b)z=2+i
1369. z = 140,51, i
1370. a)z = 2+i; b)Z =4 + 6i.
1371. a)z=%+£; b)z=%—2i.

1372. a)z—Oz—llz-—'—( 1+z\/"),. b)z=0,z=*1iz= =i

1373, z = x(1+i) .

1374, z = 3+44i, o \
1375, ayz = ~1-1i; byz=1-i
1376. z, = —1iliz, = —1-2i. :
1377. z = —0,5 (1+i).. i

1378. z = 6+17iiliz = 6+8&i.
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